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Vorrede. 



Bei analytischen Untersuchungen geometrischer Raumformen 
werden hauptsächlich zwei lineare Koordinatensysteme verwendet. 
Das eine, das rechtwinklige System, wurde zuerst von Cartesius 
für Punktkoordinaten und von Plücker für Ebenenkoordinaten be- 
nutzt, das andere, das projektivische oder Tetraedersystem, ist 
neueren Datums. Diese beiden Systeme bilden keinen Gegensatz, 
sondern das eine ist die äusserste Spezialisierung des andern. Es 
kann das rechtwinklige System als ein Tetraedersystem aufgefasst 
werden, in welchem eine Ebene im Unendlichen liegt, das darin 
enthaltene Dreieck ein Polardreieck des absoluten Kegelschnittes 
ist und in welchem endlich der Einheitspunkt eine bestimmte Lage 
hat. Zwischen diesen beiden Formen liegen eine Reihe von Zwischen- 
formen, die wir hier indessen nicht berücksichtigen. Infolge der 
ausgezeichneten Lage zum Absoluten eignet sich das rechtwinklige 
System besonders zu Untersuchungen metrischer Natur, während 
das allgemeine Tetraedersystem, dann Verwendung findet, wenn 
man mit einer Raumform zugleich alle ihre projektivisch ver- 
wandten untersuchen will. Es sind daher auch nur für das recht- 
winklige System oder demselben naheliegende Zwischenformen 
in systematischer Weise metrische Formeln aufgestellt worden. 

In der vorliegenden Arbeit sollen nun die metrischen Formeln 
in allgemeinen projektivischen Koordinaten entwickelt werden. Es 
lässt sich von vornherein erwarten, dass die aufzustellenden Formeln 
infolge der allgemeinen Form und Lage des Koordinatensystems 
nicht so einfach ausfallen werden wie beim rechtwinkligen System ; 
das& man aber dennoch nicht zu solch umfangreichen Formeln ge- 
langt, dass deren praktische Verwendung verunmöglicht wird, ist 
das Ziel dieser Arbeit. 
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Die gestellte Aufgabe möchte vielleicht nach der entwickelten 
Anschauung als eine überflüssige erscheinen. Wenn auch dieser 
Einwurf im Bereiche der Punkt- und Ebenenkoordinaten zum Teil 
berechtigt sein mag, so gilt er sicher nicht mehr im Bereiche der 
Strahlenkoordinaten des Raumes und zwar aus folgendem Grunde. 
Lässt man in der angegebenen Weise ein rechtwinkliges System 
aus einem Tetraedersystem entstehen, so geht eine der vier Punkt- 
oder Ebenenkoordinaten verloren ; da aber die übrigen symmetrisch 
auftreten, bleiben auch die Formeln im speziellen Systeme sym- 
metrisch. Anders hingegen bei Strahlenkoordinaten. Hier erhalten 
drei der sechs Koordinaten eine geometrische Bedeutung, die von 
derjenigen der drei andern verschieden ist. Dadurch wird eine un- 
symmetrische Behandlung eingeführt, welche beim allgemeinen 
System vermieden wird. Hier ist es aber gerade die Symmetrie^ 
welche die metrischen Formeln im Strahlenraum übersehen lässt *). 
Der Entwicklung der Metrik in Strahlenkoordinaten muss aber 
diejenige in Punkt- und Ebenenkoordinaten vorangehen. 

Solche metrische Formeln sind wohl hie und da im Bereiche 
der Punkt- und Ebenenkoordinaten als Beispiele oder zu speziellen 
Untersuchungen aufgestellt worden (z, B. Salmon-Fiedler, Anal. 
Geom. der Kegelschnitte § 71, Klein, Vorlesungen über Nicht- 
Euklidische Geometrie). Eine systematische Behandlung hat aber 
die gestellte Aufgabe, so viel mir bekannt, nicht erfahren. Bei 
Strahlenkoordinaten ist meines Wissens nur die Formel über das 
Moment zweier Geraden, welche Formel aber in dieser Gestalt nur 
in speziellen Fällen Gültigkeit hat, aufgestellt worden ; und * es 
konnten wohl auch kaum Formeln aufgestellt werden, so lange 
nicht die absoluten Werte der Strahlenkoordinaten fixiert waren. 

Zur Lösung der gestellten Aufgabe bieten sich von vornher- 
ein zwei Wege dar. Auf dem einen Wege geht man von der 
entsprechenden Formel in rechtwinkligen Koordinaten aus und 
untersucht ihre Bedeutung in Bezug auf das Absolute, wodurch 
die Formel projektivischen Charakter gewinnt. Es hat dann keine 
Schwierigkeit mehr, diese Formel im projektivischen System aus- 



*) Es waren auch Untersuchungen über die Metrik der Komplexe zweiten 
Grades, die mich auf die Notwendigkeit eines diesbezüglichen Formelnapparates 
führten. 



zudrücken und die Konstanten durch spezielle Fälle zu bestimmen. 
Dabei müssen die Formeln in Bezug auf die sämtlichen darin vor- 
kommenden Variabein homogen von der Dimension null sein und 
werden daher mit homogenisierenden Faktoren belastet, die an 
und für sich mit der gestellten Aufgabe nichts zu thun haben. 

Der zweite Weg, der in der vorliegenden Arbeit eingeschlagen 
wurde und deshalb etwas ausführlicher besprochen werden soll, 
ist- der folgende. Vor allem werden nicht nur die Verhältnisse 
der homogen auftretenden Koordinaten berücksichtigt, sondern auch 
deren absolute Werte, die in bestimmter Weise fixiert werden. 
Es brauchen infolgedessen die metrischen Formeln nicht homogen 
zu sein und die homogenisieren.den Faktoren werden daher über- 
flüssig. Nach Fixierung der absoluten Werte der Koordinaten 
werden dieselben einer nicht homogenen, linearen oder quadra- 
tischen Gleichung genügen. Ersetzt man in einer solchen Gleichung 
das konstante Glied durch Null, so erhält man eine homogene 
Gleichung, welche stets die unendlich ferne Ebene oder den darin 
gelegenen absoluten Kegelschnitt in der betreffenden Koordinaten- 
gattung darstellt. Man gelangt so zu zwei metrischen Funktionen 

E{u\ii)und F(|||), 

von denen sich die eine auf Punkt-, die andere auf Ebenenkoordi- 
naten bezieht. Mittels dieser beiden Funktionen, die einander dual 
gegenüberstehen, sowie deren partielle Ableitungen, lässt sich die 
gesamte Metrik darstellen. 

Verfolgen wir nun den angegebenen Weg bei den verschie- 
denen Koordinatengattungen. Bei Punkt- und Ebenenkoordinaten 
zeigt ihre geometrische Definition, wie sie wohl zuerst von Prof. 
W. Fiedler ausgesprochen wurde, unmittelbar, wie deren absolute 
Werte zu definieren sind. Schwieriger war es für die absoluten 
Werte der Strahlenkoordinaten 

Pab = ^a aJft — yb a?a UUd n^f, = iy„ ^^ — f^ Va 

eine passende Definition aufzustellen. Geht man bei Anwendung 
der erstem von dem Punktepaar {xa) (t/a), welches den Strahl defi- 
niert, zu einem andern Punktepaar desselben Strahles über, so 
werden sich die sämtlichen Koordinaten um denselben Faktor 
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ändern. Dieser Faktor hängt nur von der Distanz der definieren- 
den Punkte ab, nicht aber von der Lage des Punktepaares auf 
dem Strahle. Nimmt man daher für jene Distanz eine bestimmte, 
etwa die Einheit, so gelangt man, abgesehen von einem allen 
Koordinaten gemeinsamen Zeichenwechsel, zu vollständig be- 
stimmten Koordinaten Pa^,. Es gelingt daher auch, wenn PasjJPai^ 
Pi2y Piiy JP24» 1^34 irgend sechs Zahlen sind, welche der Gleichung 

P'2Z JPl4 +P3I P24 +P12 i^34 = 

gentigen, die Distanz zu berechnen, in welcher wir auf dem ent- 
sprechenden Strahle zwei Punkte annehmen müssen, damit ihre 
Koordinaten gerade die Werte jp^b liefern. — Aehnliches ist von 
den Strahlenkoordinaten sTq^ zu sagen, welche sich aus den Koor- 
dinaten zweier Ebenen des Strahles berecbnen lassen. 

Nach Festsetzung der absoluten Werte der Strahlenkoor- 
dinaten Paf, und Ttaf, hat nun auch die Frage nach dem Faktor r in 
der Gleichung 

^a6 = "P . Pcb 

(a, b, c, b, eine gerade Permutation von 1, 2, 3, 4) einen be- 
stimmten Sinn. Da 71^^, und ^cb von den Dimensionen und — 1 
sind, so ist r ein Linearfaktor, von dem gezeigt wird, dass er für 
alle Strahlen des Raumes denselben Wert hat, der in einfacher 
Weise von den Dimensionen des Fundamentaltetraeders und der 
Lage der Einheitselemente abhängt. 

Was endlich die neu eingeführten Koordinaten anbelangt, so 
habe ich folgendes zu bemerken. Die . Differenzen 

2/a — OCa 

der Koordinaten zweier Punkte x^ und y^ sind nur abhängig von 
der Distanz der beiden Punkte und der Richtung ihrer Verbindungs- 
linie. Nimmt man daher jene Distanz als eine bestimmte an, so 
kann man 

. ^«^a = 2/a — ■ a?a 

als Koordinaten einer Richtung auffassen. Diese entsprechen den 

Richtungskosinussen im rechtwinkligen System. Wie diese der 

Gleichung 

cos^ a-\- cos^ ß + cos^ y = 1 

genügen, so erfüllen jene die Gleichung 

-l = E{io). 
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In einfacher Weise kann nun zu jedem Strahle p^f, seine 
ßichtungskoordinaten und zu jeder Ebene die normale Richtung 
berechnet werden. Daraus ergiebt sich schon die Wichtigkeit der 
Richtungskoordinaten, welche nicht in gleicher Weise den Stellungs- 
koordinaten zukommt. 

Diese Stellungskoordinaten sind nichts anderes als die Koor- 
dinaten eines unendlich fenien Strahles. Ein solcher Strahl unter- 
scheidet sich in projektivischer Hinsicht in keirrer Weise von einem 
im Endlichen gelegenen Strahle; bezüglich der Metrik hingegen 
erfordert er eine andere Behandlungsweise. Ein unendlich ferner 
Strahl kann aufgefasst werden als die Verbindungslinie zweier 
Richtungen oder als Schnittlinie zweier parallelen Ebenen. Es 
zeigt sich nun wieder, dass man zu bestimmten Zahlen gelangt, 
wenn jene Richtungen einen festen Winkel (z. B. einen rechten) 
bilden oder wenn jene Ebenen einen bestimmten Abstand (z. B. 
die Einheit) besitzen. 

Die Fixierung der absoluten Werte der homogenen, Punkt- 
und Ebenenkoordinaten ist wohl nirgends ernstlich in Betracht 
gezogen worden. Dies hat seinen Grund in der historischen Ein- 
führung der homogenen Koordinaten. Die Strahlenkoordinaten 
sind dagegen von Anfang an in homogener Form aufgetreten und 
lag daher die Frage nach absoluten Werten näher. Zeuthen hat 
in seiner Arbeit: Bemerkungen zu einem linearen Koordinaten- 
system (Math. Annal. Bd. 1) die Strahlenkoordinaten mechanisch 
definiert, indem er auf dem Strahle die Krafteinheit annahm und 
deren Moment in Bezug auf die Tetraederkanten betrachtete. Da- 
durch erhielt er von vornherein bestimmte Zahlen. Zeuthen leitet 
auch die nicht homogene Bedingungsgleichung ab, der seine Strahlen- 
koordinaten genügen müssen, verfolgt aber die sich darbietenden 
Gedanken nicht weiter. 

Was nun die Stoffverteilung, welche aus dem Inhaltsver- 
zeichnis hervorgeht, anbelangt, so möchte -ich folgendes bemerken : 

Ich habe den Betrachtungen im Räume solche in der Ebene 
vorausgeschickt, da ich für die erstem einige Resultate der letztern 
gebrauche. In gleicher Weise hätte ich noch Betrachtungen mit 
Hülfe von Triederkoordinaten vorausschicken können, umsomehr 
da in metrischer Hinsicht die Geometrie im Bündel sich etwas 
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anders verhält als die Geometrie im Felde. Ich habe dennoch vor- 
gezogen, die Triederkoordinaten wegzulassen, um nicht allzu oft 
gleichartige Entwicklungen wiederholen zu müssen ; ich durfte dies 
umsomehr, als eigentlich in den Tetraederkoordinaten die Trieder- 
koordinaten mitenthalten sind. 

In der vorliegenden Arbeit, welche die elementaren Auf- 
gaben der analytischen Geometrie in projektivischen Koordinaten 
löst, wird man das Problem der Transformation zu einem andern 
Systeme vermissen. Dieses Problem ist indessen von Herrn Prof. 
Fiedler im 24. Bande der Viertelsjahrsschrift der Zürcher Natur- 
forschenden Gesellschaft vollständig gelöst worden; es wäre von 
dem hier eingenommenen Standpunkt aus nur noch Unwesentliches 
hinzuzufügen. 

Wichtiger wäre die Behandlung der imaginären Elemente, 
namentlich für den Strahlenraum. Aber auch darauf musste ich 
verzichten. Abgesehen davon, dass die vorliegende Arbeit zu um- 
fangreich geworden wäre, so hätte die Aufnahme eines diesbezüglichen 
Kapitels den Schwerpunkt der Arbeit um ein Bedeutendes ver- 
schoben und der einheitliche Standpunkt derselben wäre verletzt 
worden. Ich hoffe bei einer andern Gelegenheit dies nachholen 
zu können. 

Damit habe ich nun schon die Anwendbarkeit der hier ent- 
wickelten Resultate angedeutet. Des weitern wären lioch die mecha- 
nischen Anwendungen und dann namentlich die JJetrik der linearen 
und quadratischen Strahlenkomplexe zu erwähnen. Doch ist es 
hier nicht der Ort, darauf näher einzutreten. 

Es erübrigt mir nur noch, Herrn Prof. Burkhardt für seine 
rege Mithülfe bei der letzten Redaktion dieser Arbeit meinen 
wärmsten Dank auszusprechen. R. G. 
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I. 



Dreieckskoordinaten. 



A. Punktkoordinaten. 



1. Man erhält bekanntlich die allgemeinsten Dreieckskoordi- 
naten dadurch, dass man in dem Fundamentaldreieck Ä^ A^ A^ 
einen Einheitspunkt E annimmt und die Abstände j^i, V^iVz eines 
beliebigen Punktes P von den Seiten des Dreiecks durch die gleich- 
namigen Abstände ßj, 62» ^3 dieses Einheitspunktes J5J misst. Be- 
zeichnet man diese Koordinaten mit 



X, 



= Pa : e«, (a = 1, 2, 3) 



so ist 



X, 



Xq — (-0.2 ^3 



Xi 
X, 



rri = (^3 A^ E^ P2), 

X ^2 = (^1 A2 Eq P3), 

wo El, E2, Eq und Pi, P2, Pq die Pro- 
jektionen der Punkte E und P aus den 
Ecken des Dreiecks auf die gegenüber- 
liegenden Seiten sind (Fiedler, „Darstell. 
Geom.** III. § 15). Es sind somit zur Be- 
stimmung der Lage eines Punktes nur die 
Verhältnisse der Xa notwendig. Zur 
Ableitung metrischer Formeln sind da- 
gegen die obigen Werte der Koordinaten 

erforderlich. Da diese Unterscheidung für das Folgende von Wich- 

tigkeit ist, so wollen wir die durch 




Xf 



Pc 



definierten Koordinaten die genauen oder wahren Koordinaten 
eines Punktes nennen zum Unterschiede gegen die Verhältnis- 
koördinaten. 



Die Metrik in projektivischen Koordinaten. 



2. Metrische Formeln lassen sich am leichtesten , in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem ablesen. Der Grund liegt darin, 
dass indieseni Falle eine Seite des Fundamentaldreiecks mit der 
unendlich fernen Geraden zusammenfällt und die beiden andern in 
Bezug auf die absoluten Kreispunkte harmonisch konjugiert sind. 
Es liegt daher nahe, wenn man in projektivischen Koordinaten 
metrische Formeln ableiten will, mit dem Fundamentaldreieck ein 
rechtwinkliges System zu verbinden und die metrischen Formeln 
durch Transformation aus dem rechtwinkligen System abzuleiten. 

Diese Transformation nimmt 
wohl dann die einfachste Form an, 
ohne indessen an Symmetrie eirizu- 
büssen, wenn man den Anfangspunkt 
des rechtwinkligen Systems mit dem 
Einheitspunkt des Dreiecks zusam- 
menfallen lässt, welchen Punkt wir 
im Normalfall immer im Innern des 
Dreiecks uns vorstellen wollen. Sind 
die rechtwinkligen Koordinaten der 
Ecken des Dreiecks 




^x 



so stellt 



• 


X , 


y ^ 


A 


«1, 


&n 


A, 


«2» 


&2/ 


• ^3 


«3, 


h^ 



A-= 



a. 






1 
1 
1 



(1) 



«2 

«3 ^3 

die doppelte Fläche des Fundamentaldreiecks dar. Nach der letzten 
Spalte entwickelt ergibt diese Determinante 

, A = d, + 02 + 03, (2) 

wo dj, Ö2» *3 die doppelten Flächeninhalte der Dreiecke sind, 
welche E mit den Seiten A^A^^ A^A^ und A^A^ bildet. 
Bezeichnet man mit 

«2 ^2 ^2 *2 ^2 
«3 *« ^3 *3 ^3 
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a, 



die Subdeterminanten des Systems 

b. 



a. 



1 

»2 "3 1 

«8 *8 1. 

80 sind die Gleichungen der Dreiecksseiten 

^i = «1 a; 4- /?, 2/ -}- 1 = 0, 
^2 = «, a; + /Jg y H- 1 ==0, 
g^^ttgZ+.ß^y + l = 0, 



(3) 



3. Die Gleichung der Einheitsgeraden sei 

^To = a^^ a; + /5o y + 1 = 0. 




W 



\ ; 

\ : 

\ 1 

\ ; 

\ ; 



\ I 



' / 



' / 






/ 



V 
F.* 



Da wir annehmen, dass Einheitsgerade und Einheitspunkt 
durch das Fundamentaldreieck harmonisch getrennt werden, so 
müssen die. Konstanten a^ und ß^ der letzten Gleichung durch die 
früheren Konstanten bestimmt sein. Wir erhalten diese Bestimmung 
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folgendermassen : Es ist 9^-^ 9z~ ^ ^^^ durch A^ nach dem Ein- 
heitspunkt gehende Gerade und daher 5^2+5^3 =0 diejenige Ge- 
rade, welche mit der erstem und den durch A^ gehenden Dreiecks- 
seiten ein harmonisches Büschel bildet, welche Gerade somit auch 
durch den Punkt E\ geht, der mit A^, A^ und E^ eine harmonische 
Gruppe bildet. Durch diesen Punkt E\ geht auch die Einheitsgerade. 
Da ferner für diesen Punkt auch g^ = ist, so geht auch die 
Gerade 

5^1+5^2+5^3 = (5) 

durch diesen Punkt. Die Symmetrie dieser Gleichung sagt aber 
aus, dass diese Gerade auch durch die Punkte E\ und E% gehen 
muss, d. h. mit der Einheitsgeraden zusammenfällt. Durch Ver- 
gleichung der konstanten Glieder in (4) und (5) finden wir 

^ ^ 9x-\- 92-\- 9z 
9o — 3 

und daraus 

«0 = y («1 + «2 + «3), ßo = 1 (A + ß2 + h)' (ö) 

4. Nach diesen einleitenden Betrachtungen können nun die 
Transformationsformeln für Punktkoordinaten aufgestellt werden. 
Ein beliebiger Punkt P habe die rechtwinkligen Koordinaten x, jr 
und die Dreieckskoordinaten Xa = p« : ßa- Es ist dann nach unsern 
Voraussetzungen 

1 __ «ax -{- ßay + 1 

und daher 

Ä^i = «1 ÄJ + ft ?/ + 1 

x^ = a^x + ß^y-^-l (7) 

x^ = «3 0? •+ jSg 2/ -4- 1. 

Diese Formeln sowie ihre Auflösungen 

A o; = aj dl ÄJj + «2 ^2 ^2 + ^8 ^3 ^3 

A 2/ = \ «1 x^ + &2 *2 ^2 + ^3 ^8 ^3 (8) 

A = 8^x^ -4- Ä2 a?2 + Ö3 a?3 

vermitteln den Übergang von dem einen System zum andern. 
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5. Die letzte der Gleichungen (8) gibt die Bedingung an, 
der die wahren Koordinaten eines Punktes zu genügen haben. 
Wir benützen dieselbe zur Berechnung der wahren Koordinaten 
aus den Verhältniszahlen und zum homogenisieren von Gleichungen. 

Diese Gleichung kann auch folgendermassen hergeleitet wer- 
den. Bezeichnet man die Höhen des Fundamentaldreiecks mit ä^, 
^2» h^j so ist 

A : 5« = ha : ßa , 
und die Gleichung 



geht über in 



öl + «2 + «3 = A 



7ii Äj hs 



Da der Einheitspunkt eigentlich ein willkürlicher Punkt ist, 
so gilt diese Gleichung auch für die Abstände eines beliebigen 
Punktes P, d. h. es ist 











Vi 


+ 


Äs 





1 




oder da pa 


— Xa 


. e^ ist. 




















l-^^ 




X2 


+ 


Äj 


Xq 




1. 


Setzt man 


darin wieder 
























«. . 




*a 









(9) 



ha " A' 

SO erhält man die frühere Gleichung. 

6. Setzt man in der Bedingungsgleichung für die Konstante 
A den Wert 0, so erhält man die Gleichung 

dl x^ + Ö2 ÄJg + Ö3 Xq = 0. (10) 

Sie kann ihrer Herleitung gemäss durch keinen reellen, im End- 
lichen gelegenen Punkt befriedigt werden. Indessen zeigen die 
Gleichungen (8), dass für solche Verhältniskoordinaten, die der 
Gleichung (10) genügen, x und y unendlich werden. Es stellt so- 
mit (10) die unendlich ferne Gerade dar. 

Diese Thatsache erkennen wir auch, wenn wir in der Be- 
dingungsgleichung 

öj a?i + §2 ^2 + *3 ^3 = A 



6 
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^a= Qoo'a setzen, wodurch wir 



*1 ^1 + ^2 ^2 + ^3 ^8 = 



A 

9 



erhalten, und beachten, dass, wenn der Punkt x^ ins Unendliche 
rückt, so dass die Verhältniskoordinaten x'a endlich bleiben, q ins 
Unendliche wachsen muss. 

7. Mittels der angegebenen Transformationsformeln ist es 
nun möglich, jede Formel in rechtwinkligen Koordinaten auf Drei- 
eckskoordinaten zu übertragen. Man hat z. B. für die Distanz d 
zweier Punkte (x, y) und {x, y), deren genaue Dreieckskoor- 
dinaten Xc und 2/a sind, 

oder 

A^ ^2 ^ [^^ g^ (^^ _ ^J _f_ ^^ g^ (y^ _ ^^) + ^^ g^ (j^^ _ ^J-]2 

+ [&1 *i (i/i — Ä^i) 4- 62 *2 (2^2 — ^2) + ^8 Ö3 0/3 — ^a)]"- 
Bei der Entwicklung dieses Ausdrucks beachte man, dass 



2 



al'\-bl = AE^ = dl 

und, wenn man A(, A^ =^ d^i, setzt, 

2 (a« a^ + 6« 6,) = dl + dl — dl, 

ist. Zufolge der Bedingungsgleichung der Punktkoordinaten ist 
dann der mit dl multiplizierte Teil gleich Null, so dass die end- 
gültige Distanzformel lautet 

— A^ d^ = die Ö2 ^3 (2/2 — x^) («/3 — x^) ,j j. 

+ ^31 ^8 öl (2/3 — ^3) {Vl —^1 ) + dl2 *1 ^2 (i/l - ^1 ) (^^2 — ^2)- 

(In Salmon-Piedler, „Kegelschnitte", wird diese Formel in 
Art. 71 unter der Voraussetzung abgeleitet, dass der Einheitspunkt 
mit dem Mittelpunkt des dem Fundamentaldreiecke eingeschriebenen 
Kreises zusammenfalle.) 



8. Der doppelte Flächeninhalt D eines Dreiecks ist 
bekanntlich 

X y l 

D = X y \ 

X y \ 
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wenn (aj, y), {x, y) und {x\ y") die Koordinaten der drei Ecken 
sind. . iDiese Formel transformiert sich in 



A«Z) = 



«1 öj Xi + «2 62X2 + cIqÖqX^ , 61 dj o;, + 6a dgOJg +•, d^ a?j + dgOJj +• 
aidia:J+a2Ä2^2+ öfgdaiCg, 6idia?J+ 62^2^2+'> ^1^1 + ^2^2+' 
«1 Öj Xi +«2 ^2 ^2 "1" ^B ^3 «^'3 > ^1 ^1 ^'1 ~^"^2 ^2 ^2 "l" * j ^1 ^7 "1" ^2 ^2 ^" ' 



*1 *! 62 *2 ^3 *3 

«1 «2 



3 



a*. 



X 



2 



ff 



Xc 



1 1 



X 
Xfi 
Xi 



3 



ff 



und damit in 



J-^ 61 ^2 ßj 



^1 
X. 



1 1 



X 

Xc 
Xc. 



2 



X 
X 



3 



8 



n 



X 



tt 



3 



(12) 



9. Teilt der Punkt Z die Strecke XY nach dem Teilver- 
hältnis A, so hat man unmittelbar 



__XZ _ Pa 



Pa 




"- YZ 


P<i* — Pai 


oder mit e^ reduziert 


A- ^«" 




woraus 




*a 1 


1 



(13) 



Diese Formel, welche in gleicher Weise für rechtwinklige 
Koordinaten gilt, bleibt demnach auch für allgemeine Dreiecks- 
koordinaten gültig. 



B. Linienkoordinaten. 

10. Eine Gerade g habe die Plücker'schen Linienkoordinaten 
5, VI und die Dreieckskoordinaten g^, I2» h- Die letzteren sind 
definiert durch 

WO die Jtf^ und «« die Abstände der Geraden g und der Einheits- 



8 
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yäs! geraden e von den 

, -' \ Ecken Äa des Funda- 

1 mentaldreiecks sind. 

Jj. i Dabei rechnet man 

\ solche 7t(^ und «« als 

1^ mit dem gleichen, aber 

\ willkürlichen Vorzei- 

/^ jBp.-V -^ i chen versehen, welche 

ipX / ^ / \ ...6^ auf die gleiche Seite 

^' >^^^^ -D*.' ^ — ^ 7^ \ der Geraden a oder e 

ifi"'"^"\ 1 gehen. Es sind somit 

* ^■^. i die 5a bis auf ein ge- 
meinschaftliches Vor- 

' \j zeichen bestimmte 

kß* Grössen. Es kann da- 

\\ her die Bedingungs- 
gleichung der 5a nur Glieder gerader Dimension enthalten. 
Es ist dann bekanntlich 

I, : l^ = (^2 4, £*3 P*3), 
wo E\^ El, El und PJ, Pg, P3 die Schnittpunkte der Geraden 
e und ^ mit den Seiten des Fundamentaldreiecks sind. Diese 
Gleichungen zeigen, dass zur Bestimmung der Geraden g die 
Verhältnisse der |a ausreichen, während für die metrischen 
Formeln stets die genauen durch ^a = ^a-^a definierten Koor- 
dinaten gebraucht werden. 

11. Bezeichnen wir die Abstände der Geraden g und e vom 
Einheitspunkt mit jIq und £0, so ist 

ferner 

Tta = JTo (5 a„ 4- ^ &a + 1), (16) 

£a= fo («0 ö^a + ßo ^a + 1). (17) 

Da nun nach (6) 

3 «0 = «1 + «2 + «3» 3 ßo = ^1 +ß2 + ßs» . ■ 
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SO folgt aus (17) . 

3 a„ : ao = (üaa, +bj^+l) + (a, a^ + bj, + 1) + (a,a^ +baßs + 1) 

d. h. es ist 

Se,d, = B,A (18) 



oder auch 

1 3 e. 3 d. 



"a 



Aus der letzten Formel folgt noch 

1.1.1 3 



(19) 



welche Formel einen bekannten Satz enthält. 

12. Weiter folgt aus den Formeln des vorigen Artikels 

(i)' = 9 («« + ß^) = («1 + «2 + «3)* + (A + ^2 + ß,y, 

und da nun 

«l + ßl = -i , Ci «i + ßa ßa = — -r-7- 00a Ai 

ist, so geht diese Formel über in 
\t) "" ■^ + ■^^ + ■^2 — -t-tCos^i — -— cos^ - -—cos ^3. (20) 

Damit ist £0 ^^s den Dimensionen des Dreiecks und der Lage des 
Einheitspunktes berechenbar. Die £« sind dann nach (18) oder (19) 
bestimmbar. 

Ist E der Schwerpunkt des Dreiecks, so ist die Harmonikale 
die unendlich ferne Gerade und daher verschwindet die linke Seite 
der letzten Gleichung. Ersetzt man in diesem Falle die e« durch 
ihre dreifachen Werte, d. h. durch die Höhen des Dreiecks, so 
erhält man die folgende für jedes Dreieck gültige Formel 

Die Richtigkeit dieser Formel kann dadurch kontrolliert werden, 
dass man 1 ih^ =^23-^ u. s. w. setzt. 
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13. Für die Koordinaten einer Geraden erhält man nun 

l« = ^(a«g + &«i? + l). (21) 

OL 

Dabei ist aber zu bemerken, dass tCq keine Eonstante ist, sondern 
sich von Gerade zu Gerade ändert. 

Für die unendlich ferne Gerade (1 = 0, rj = 0) erhalten wir 
aus (21) die unendlich grossen Koordinaten n^ : e^, wofür wir die 

endlichen Verhältniskoordinaten — , oder nach (19) auch ö^ setzen 

dürfen. Dies steht mit der Thatsache, dass 

öj a.\ + dg a?2 + ^3 a?3 = 

die unendlich ferne Gerade darstellt, im Einklang. 

Wir erkennen, dass die obigen Transformationsformeln für 
die durch den Einheitspunkt gehenden Linien nicht anwendbar 
sind, da ja | und rj unendlich, «^ aber Null wird. Wir kommen 
auf diese Linien in Art. 21 zurück. 

Durch Auflösung der Gleichungen (21) erhält man, Xq wie 
eine Konstante behandelt, 

^•^=ßilr+ß2la+ß3l3. (22) 

Die letzte dieser Gleichungen zeigt nun, wie tCq auch statt aus 
I und 1] aus S^, Jg» ^3 berechnet werden kann. 
Hier stellt die Gleichung 

weil ^ = rj = cx> werden, oder weil ^r^, = wird, den Einheitspunkt 
dar, wie auch daraus geschlossen werden kann, dass die Koeffi- 
zienten dieser Gleichung (1, 1, 1) sind. 

14. Bei den Punktkoordinaten giebt die Gleichung, welche der 
letzten der Gleichungen (22) entspricht, die Bedingung an, der die 
wahren Koordinaten eines Punktes zu genügen haben. Bei den 
Formeln (22) hat die dritte nicht die entsprechende Bedeutung, da 
jTo, wie schon bemerkt, nicht konstant ifft. Es ist daher zunächst 



1 



kl 
.1 



(f )* = * 



Linienkoordinaten in der Ebene. H 

die Aufgabe zu lösen, die nicht homogene Gleichung abzuleiten, 
der die 1« zu genügen haben. 

Quadriert und addiert man die beiden ersten Gleichungen von 
(22), so findet man, da arg (|* + iy*) = 1 ist, 

(ly = («, g, +«,!,+ «3 13)« + (ft l +ß,^,+ ß, S3)' 
oder mittels der Formeln in Art. 12 

+ 4+4— 2|^cos^i — 2^^cos Ja 

— 2-^00343. (23) 

Dies ist die gesuchte Bedingungsgleichung der ^a; sie enthält in 
der That, wie früher als notwendig erkannt wurde, nur Glieder 
gerader Dimension. 

Gleichung (20) ist nur ein spezieller Fall von (23), den man 
erhält, wenn man die letzte Gleichung auf die Einheitsgerade 
anwendet. 

15. Was bedeutet nun die Gleichung (23), wenn man ihre 
linke Seite durch Null ersetzt? 

Nach der Entwicklung dieser Gleichung müssen dann, insofern 
man sich zunächst auf reelle Lösungen beschränkt, die Ausdrücke 

«1 l\ + «2 S2 + «s Ss und ft fi + /32 ^2 + ßs S3 und damit auch 
I und r\ Null sein, was der unendlich fernen Geraden entspricht. 
Dass deren Koordinaten der Gleichung 

= f +-|+--2|f cos^i-2-H^cos^-. (24) 

genügen, erkennen wir auch folgendermassen. Setzen wir in der 
Bedingungsgleichung (23) 1« = ^ Sl, sodass die S« die Proportional- 
koordinaten einer Geraden sind, so stellt sich q^ als Divisor der 
linken Seite ein. Rückt diese Gerade ins Unendliche, so können 
wir annehmen, dass die |1 sich den ö« nähern, während 9 ins 
Unendliche wächst. Es ist daher 

= 4 + 4 + . _2-^^cosA- 2^cos^-.. (25) 

Da dj : ßj = ^23 , ög : 62 = dg, , Ö3 : Cg = d,9 ist, so kann die letzte 
Gleichung auch in der Form geschrieben werden 

= dl^ + ^3^1 H 2 dl 2 <ii 3 cos A^ — 2 (^21 ^23 cos ^2 — > 

in welcher ihre Richtigkeit evident ist. 
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' Die unendlich ferne Gerade ist die einzige reelle Lösung der 
Oleichung (24); allein diese Gleichung besitzt unendlich viele 
Lösungen, Gerade, welche einen Kegelschnitt umhüllen, der aber, 
wie wir gleich sehen werden, in ein imaginäres Punktepaar zerfällt. 

Der mit dem Radius r um den Einheitspunkt geschlagene 
Kreis hat die Gleichung 

r* = a?^ + 2/* 
oder transformiert 

(dl X^ + Ä2 ^2 + •)* ^^ = (ö^l öl X^ + «2 ^2 X^ + r)« + (6, Ö^ OT, + • ^^ 

Schneidet man diesen Kreis mit der unendlich fernen Geraden 

dl r»i + «2 ^2 + ^3 ^3 = 0, 

so erhält man 

== (ai dl ÄJi -f ag dg ^2 + 0* + ^\ ^1 ^1 H- \ ^2 a^2 + •)^ . 
welche Gleichung die beiden Geraden 

= (ai + 6i i) dl X^ + («2 + ^2 ^) *2 ^2 + (ö^s + \ ^3 ^3» 

= (aj — 6i i) dl a^i + («g — ftj i) dg ajg + (öf-s — 63 i) ds a?3 

darstellt. Es sind dies auch diejenigen Geraden, in welche der 
Kreis r = zerfällt. Der eine absolute Kreispunkt Jj hat dem- 
nach Koordinaten, welche den Gleichungen 

(»1 + 61 %) dl Xi -f- (aa + 62 i) ^2 ^2 + (0^3 + ^3 Ö3 ^8 = 
dl OJi + d2 x^ -h dg 0:3 == 

genügen. Aus diesen folgt für die Koordinaten von J^ 

..... _ (Oa — O'z) + (^2 — ^s) ^' . (^3 — (i\) + (^8 — ^1) ^ 

3\ '3^ -^3 "" dl • ^2 

(ai — 02) + (^1 — ^a) i 

Die Verhältniskoordinaten von J^ (ii, ii, is) ergeben sich daraus 
durch Vertauschung von + i mit — i. 

Die Punkte «7, und J^ haben nun in Linienkoordinaten die 
Gleichungen 

h Si +32 S2 +i3 Ss = 0, 

il ll +^2 ^2 +^3 S3 = 0. 

Beide Punkte werden gleichzeitig dargestellt durch die reelle 
Gleichung 

ii h ' Si +i2 ^2 • ^2 H — h (ig is +^3/2) Sa S3 + • • = 0. 
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Nun ist aber 

Ji j'i = äf [(*2 — a»)' + (h — hf] = 7» . 
JiJs -\-JaÄ = — änrK<*2 — öl) (fls — öl) + (62 — ^) (h — hJ] 

COS iäi . 



Setzt man diese Werte in die obige Gleichung ein, so erhält man 
die Gleichung, deren Bedeutung wir gesucht haben. Ersetzt 
man in der Bedingungsgleichung der g^ das konstante 
Glied durch Null, so erhält man die Gleichung der ab- 
soluten Kreispunkte. 

16. Sind (I, Tj) und (|', V) oder |<, und rj^ zwei Linien, so hat 
man für den Winkel q) derselben 

I r + ^ V 
= TtQ 3r; (H' +v n) 

oder mittels unserer Transformationsformeln 

— cos g) = («1 gl + «2 I2 + «3 S3) («1 ^1 + «2 ^2 + «^3 %) 

+ (Ä Sl + 132 S2 + ^3 §3) (A ^1 + ^2 % + /^3 ^3). 

Benützt man bei der Entwicklung wieder die Formeln des Art. 12, 
so ergiebt sich die Gleichung 

61 62 6^ 6^ C3 ^26^ 

6g 6j Ci ßg 



ß) 



Fallen die beiden Linien zusammen, wobei die 1« und r/« auch 
dem Vorzeichen nach übereinstimmen sollen*), so geht die obige 
Gleichung in die Bedingungsgleichung der Linienkoordinaten über. 

Aus dieser Formel ergeben sich die Bedingungsgleichungen 
des Parallelismus: 

+ (iy = A|L+Aj?LH Aj^aJlil^COsA-.. (27) 



*) Ist dagegen 77^ = — |^, so ist 9 = 180° zu wählen und wir gelangen 
zu demselben Resultat. 
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und der Normalität: 







ll V\ , & V2 



+ - 



H 



S« Vs + I3 'y« 



COSiäi 



(28) 



(Vgl. auch Sälmon-Fiedler, «Kegelschnitte" § 65.). Für den 

Parallelismus werden wir ein bedeutend einfacheres Kriterium 

erhalten, während für die Normalität, wie leicht zu sehen ist, 
oben die einfachste Form gefunden worden ist. 

Wie Gleichung (25) aus Gleichung (23) hergeleitet wurde, so 
kann aus (26) die Gleichung 

^2 & + ^8 Sa 



o = AA + A& + 



oder 



e| 



^2 ^8 



COS A^ — 



(29) 



e. 



= 4irf2* + #-4. + ^d,2 



£. 



(^ d,, + ^ d,,) COB A, 



gefolgert werden. Da dieselbe für alle ^j, ^21 h gelten muss, so 
muss sie eine Identität sein, was leicht zu kontrollieren ist. 

17. Für den Abstand p eines Punktes a?« oder {x, y) von 
einer Geraden ^^ oder (|, r^) hat man 

oder nach den Formeln (22) und (7) 

p = -^(^,x,+ I3 x^ + I3 ^3)- (30) 

Die Gleichung 

sagt darnach aus, dass ein in einer Geraden gelegener Punkt von 
derselben den Abstand Null besitzt. 

18. Der Strahl g« des Büschels J«, tj^ hat Koordinaten, welche 
man in der Form schreiben kann 

wobei Q so zu bestimmen ist, dass die g« 

der Gleichung (23) genügen. Man findet' 

leicht 

Q^ = 1 — 2 A cos ^ -+- A^ 

so dass man 




setzen darf. 



f = — 

Vi -2Acos9 + >t' 



(31) 
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15 



Die Bedeutung von A lässt sieh nun folgenderinassen ermitteln. 
Ist z^ ein Punkt der Geraden ga> so ist 

oder also 

woraus wir entnehmen 

2 ___ ^1 li + ^2 62 + ^8 Sa 
^1 »71 4- ^a ^2 + ^3 'ys ' 

Erweitern wir diesen Bruch mit -|-, so stellen Zähler und Nenner 

nach (30) die Abstände des Punktes z^ von den Geraden 1« und i^a 
dar, d. h. es ist A das Teilverhältnis*), in welchem die Gerade 
ta den Winkel %^ tj^ oder (p teilt. 

19. Der Schnittpunkt der Geraden §„ uiid ly« hat Ko- 
ordinaten Xaj die sich in der Form schreiben lassen 

Da nun die x^ der Gleichung 

öj a?i + dg 0^2 + *8 a?3 = A 
genügen müssen, so findet man für q die Gleichung 

dj Ö2 Ö3 

fei §2 §3 

nx ^2 Vz 

und es sind demnach die wahren Koordinaten des Schnitt- 
punktes der beiden Geraden 1^ und ri^ 



A = 9 



= «?(d|i?) 



a, = 



A da »;» — Is »?») 
{9 in) 



X2 



A (I» Vi — Si >?8) 



Xg — 



A (li »?» — fc ?i) 



(32) 



20. Wenn die gegebenen Geraden parallel sind, so müssen 
die Xa unendlich gross werden, und wir erhalten demnach als 
Bedingung für den Parallelismus der Geraden |a und tj^ die ein- 
fache Gleichung 



Vi 



2 

2 

V2 



3 

3 

Vs 



= 0, 



(33) 



^) Clebsch-Lindemann : Abstandsverhältnis. 
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welche nichts anderes aussagt, als dass die Geraden 1« und rj^ sich 
auf der unendlich fernen Geraden schneiden. Diese Bedingung 
können wir noch weiter vereinfachen. Aus der Gleichung (33) 
schliesst man, dass die Elemente einer Zeile der Determinante die 
gleichen linearen, homogenen Kombinationen der beiden andern 
Zeilen sind. Wir wählen diese Kombination in der Form 

^a = e (Sa — /* Öa), 

WO Q so zu bestimmen, dass die rja der Bedingungsgleichung (23) 
genügen. Man erhält mit Rücksicht auf die Gleichungen (25) 
und (29) 

und wir können daher 

9 = 1 

setzen. Es sind somit 

^a = la — /* Ö„ (34) 

die Koordinaten einer Geraden, welche der Geraden g^ 
parallel ist. 

Der Parameter ^ wird bis auf einen konstanten Faktor mit 
dem Abstand p der beiden Parallelen übereinstimmen. Legen wir 
nämlich die Parallele rja durch den willkürlichen Punkt x^, so muss 

Vi ^1 + ^2 ^2 + ^8 ^3 = 

sein und es wird 

jgi Si + a^i g, + X» I, 8j> 

''^ Ä = -^^Ä' 

Die Formel (34) geht daher über in 

Va = L-lp-%- (35) 

21. Es ist bei den Transformationsformeln der Linienkoordi- 
naten bereits hervorgehoben worden, dass dieselben für die durch 
den Einheitspunkt gehenden Geraden illusorisch werden, einer- 
seits weil solche Linien durch | und t] nicht bestimmt werden können, 
anderseits weil ^1+^2 + ^3 ~ wird. Es könnte daher fraglich 
erscheinen, ob die durch Transformation abgeleiteten Resultate 
auch für die Geraden des Einheitspunktes gelten. Zwar folgt schon 
aus Stetigkeitsbetrachtungen, dass diese Frage bejahend zu beant- 
Worten ist; allein wir können dies auch folgendermassen einsehen. 
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Für zwei beliebige Gerade !„ und rj^ gilt die Formel (26). 
Verschieben wir die beiden Linien parallel und gebrauchen dem- 
nach die Formeln 

SO geht die Formel (26) zufolge der Gleichungen (25) und (29) 
über in 



& 



cosg) = -^^ + ■• - ^* ''* ^ ^* ''* cos 4, 



Es gilt somit die gleiche Formel für die parallel verschobenen 
Geraden, wie ja geometrisch evident. Es macht dabei auch nichts 
aus, wenn die Grössen k und ^ so bestimmt werden, dass die 
eine der beiden Geraden £* und rj* oder beide durch den Einheits- 
punkt gehen. — Wenn aber die Formel (26) auch für die durch 
den Einheitspunkt gehenden Geraden gilt, so ist das gleiche zu 
sagen von allen daraus abgeleiteten Formeln, namentlich von der 
Bedingungsgleichung der !„, von den Bedingungen der Normalität 
und des Parallelismus. In gleicher Weise überzeugt man sich 
von der Allgemeingültigkeit der Formel (30). 

Soll nun aber für eine Gerade des Einheitspunktes die Trans- 
formation wirklich durchgeführt werden, so können wir folgender- 
massen verfahren. Für die a:-Axe ist 

und daher 

fc _ Ä — ^bgd^ 

^' ^ fo A • 
Es sind demnach die genauen Koordinaten der a?-Axe 

3 



foA 



und der y-Axe 

Für diese beiden Linien kennen wir somit bereits die Dreiecks- 
koordinaten. Jeden andern Strahl des Einheitspunktes können 
wir aber dadurch festlegen, dass wir angeben, welches Teilver- 
hältnis derselbe mit der x- und r/-Axe bildet und dann 
können wir seine Koordinaten nach (31) berechnen. Andre Auf- 

2 
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gaben dieser Art, wie z. B. die Bestimmung der Koordinaten einer 
Linie durch den Einheitspunkt, wenn das Doppelverhältnis bekannt 
ist, welches die gegebene Linie mit den Strahlen EA^, EA^, E A^ 
bildet, übergehen wir und knüpfen nur noch an die letzten Ergeb- 
nisse einige Bemerkungen an. 

22. Da die a;-Axe auf der «/-Axe normal steht, so muss 
nach (28) 

Q _ a^ß_ _^ <H h + a, h s^ g^ ^^g ^^ 

sein. Da ferner die Koordinaten der Axen der Gleichung (23) 
genügen, so ist auch 

A^ = a? |- 4- 2 a, a, ^ cos 4, 

A^=6f|-H 2fc, &3|Aco84. 

Diese Formeln können auch folgendermassen geschrieben 
werden 

= ai &i di^ + • • — («2 ^3 + ^3 h) ^12 ^13 cos ^1 — • • (36) 
A^ = a? ^2^ + • • — 2 «2 ^3 ciia di3 cos A^ — - » (37) 

Da diese Formeln keine Daten der Lage des Einheitspunktes 
mehr enthalten, so drücken sie Beziehungen aus über die Abstände 
der Ecken eines Dreiecks von einer beliebigen Geraden oder von 
zwei normalen Geraden der Ebene des Dreiecks. 

23. Von den zahlreichen Anwendungen, die die Formel (37) 
gestattet, geben wir nur die folgende. 

Die Gleichung (37) giebt eine Beziehung an zwischen den 
Abständen der Ecken eines Dreiecks von einer Geraden, wenn die 
Dimensionen des Dreiecks bekannt sind. Sie giebt daher auch die 
Bedingung für die Radien dreier Kreise von gegebenen Mittel- 
punkten an, damit die Kreise eine gemeinschaftliche Tangente 
besitzen. Sie gestattet somit auch, die Distanz % eines Punktes 
von den gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise von den Ra- 
dien a^ und »2 zu berechnen, wenn die Lage des Punktes gegen- 
über der Centralstrecke d^^ ^^^ beiden gegebenen Kreise genau 
bestimmt ist ; sie giebt die Abstände von den sogenannten äussern 
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oder innern Tangenten, je nachdem a^ und a^ gleiches oder ent- 
gegengesetztes Vorzeichen haben. 

24. Wählt man den Schwerpunkt des Fundamentaldreiecks 
zum Einheitspunkt, so geht die Einheitsgerade in die unendlich 
ferne Gerade über und die über Linienkoordinaten abgeleiteten 
Formeln werden illusorisch, da c^, s^, £3 und Bq unendlich werden. 
Man kann hier nun entweder die harmonische Lage zwischen Ein- 
heitspunkt und Einheitsgerade aufgeben und demgemäss im vor- 
liegenden Falle eine beliebige im Endlichen gelegene Gerade zur 
Einheitsgeraden wählen (vergl. Fiedler, „Darst. Geom.** HL Teil), 
oder aber man ändert die Definition der Linienkoordinaten passend 
ab. Das erstere bietet keine Schwierigkeiten dar; bezüglich des 
letzteren begnügen wir uns mit einigen Andeutungen. Da wir 
annehmen dürfen, dass die Grössen a^, fg» ^s gleich werden, wenn 
die Einheitsgerade ins Unendliche rückt, so wird es am ein- 
fachsten sein, wenn wir die Abstände einer beliebigen Geraden 
Ton den Ecken des Fundamentaldreieckes direkt als die Koordi- 
naten der Geraden einführen und demgemäss setzen : 

Auch diese wahren Koordinaten werden einer Bedingungs- 
gleichung genügen, doch können wir dazu nicht Gleichung (23) 
verwenden, da bei unendlichem Sq diese Gleichung homogen wird. 
An ihre Stelle tritt die transformierte Gleichung (37), so dass die 
Koordinaten der Gleichung 

A^ = dl If + dii IIH 2d,, d,, i, l, cos A, 

genügen. 

Die aus dieser speziellen Annahme entspringenden Abände- 
rungen sind leicht abzuleiten, so dass wir diese hier übergehen 
können. 
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<4 



u. 
Tetraederkoordinaten. 

A. Punktkoordinaten. 

25. Bekanntlich sind die allgemeinsten linearen Raumkoordi- 
naten eines Punktes P in Bezug auf ein Tetraeder Ä^ A2 ^3 ^4 
definiert durch 

Xa = Pa' ßa, (tt = 1, 2, 3, 4), 

wo die Pa und e^ die Abstände des gegebenen Punktes P und des 
Einheitspunktes E von den Ebenen des Tetraeders sind. (Fiedler^ 
„Darst. Geom." III. § 20.). Dann ist 

Xq l Xi "== (A3 Ai Ji/Qi -^BlJy 

x^ : x^ = (Aj ^2 E12 Pjj), (38) 

Xi i x^ -= i^Ai A^ Jiii^ -Mi)» 

X2 » x^ = (^2 A^ A24 -tjj*)» 

a?3 : a?4 = (A3 A4 A3 4 X34J, 

wo -&ab und Pa6 die Projektionen der Punkte E und P auf die 
Kante A« -^5 aus der gegenüberliegenden Kante sind. Drei dieser 
Gleichungen, in denen keiner der vier Indices fehlt, bestimmen 
die Lage des Punktes. 

Auch hier sind die eben definierten wahren Koordinaten 
von den Verhältniskoordinaten zu unterscheiden, welche letz- 
tere zur Bestimmung der Lage des Punktes nach den Gleichungen 
(38) ausreichen. Für die Herstellung metrischer Formeln sind 
dagegen die wahren Koordinaten unerlässlich. 

26. Auch hier verbinden wir mit dem Tetraedersystem ein 
rechtwinkliges System, dessen Anfangspunkt mit dem Ein- 
heitspunkt des Fundamentaltetraeders zusammenfällt. Sind dana 
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die Punkte A^, A^^ A^^ A^ im rechtwinkligen System bestimmt 
durch die Koordinaten 



so stellt 





X 


y 


Z 


A, 


a, 


h 


Cl 


^ 


Aj 


h 


<^i 


A, 


«8 


h 


Cs 


A, 


«4 


h 


c*> 



A = 



a, 
a, 



8 



h 

*4 



1 
1 
1 
1 



(39) 



das positive oder negative, sechsfache Volumen des Fundamental- 
tetraeders dar. 



27. über das Vorzeichen des Tetraedervolumens sind 
hier einige Bemerkungen einzuschalten, die wir dann namentlich 
bei Strahlenkoordinaten zu verwerten haben. Dieses Vorzeichen 
kann, wie eben geschehen ist, durch eine Determinante bestimmt 
werden, welche ihr Zeichen wechselt, wenn zwei Zeilen und damit 
zwei Ecken des Tetraeders vertauscht werden. Um unabhängig 
vom Koordinatensystem das Vorzeichen des Volumens eines Te- 
traeders beurteilen zu können, stellen wir folgendes Kriterium auf. 
Nachdem die Reihenfolge der Ecken bestimmt ist, denkt man. sich 
einen Beobachter so in der Kante der ersten und zweiten Ecke 
liegend, dass die Richtung von Fuss zu Kopf übereinstimmt mit 
der Richtung von der ersten Ecke nach der zweiten; dieser Be- 
obachter muss sich dann von links nach rechts oder von rechts 
nach links wenden, wenn er die gegenüberliegende Kante von der 
dritten Ecke aus nach der vierten hin beobachten will. Wir wollen 
nun im ersten Falle den Inhalt positiv, im zweiten Falle negativ 
nehmen und denken uns in unserm Tetraeder die Ecken A^, A^, 
Aq, 4* so angeordnet, dass das Volumen desselben positiv wird, 
und ferner die Axen des rechtwinkligen Systems so gewählt, dass 
die Determinante A einen positiven Wert erhält. 
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Man erkennt leicht, dass nicht nur das obige Kriterium mit 
der Determinantendarstellung in Übereinstimmung steht, sondern 
auch, dass, wenn Ai A2 Ä^ A^ nach Annahme positiv ist, A^ Ai, 
-4c ^b positiv oder negativ wird, je nachdem die Permutation a, 6^. 
c, b der Indices 1, 2, 3, 4 eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Inversionen enthält, oder, wie man auch sagt, a, b, c, b eine gerade 
oder ungerade Permutation von 1, 2, 3, 4 ist. 

Die der Ecke A^ gegenüberliegende Ebene bezeichnen wir 
mit A«, die doppelte Fläche des in A« gelegenen Dreiecks mit /^ 
und die entsprechende Höhe . des Fundamentaltetraeders mit Ji^,. 
Es sind dann /, und h^, positive Zahlen, welche der Gleichung 

A =/i \ =^U\ =/3 K =/4 K 
genügen. Liegt dann der Einheitspunkt E im Innern des Tetraeders, 
in welchem Falle E mit J.« auf gleicher Seite von A« liegt, so 
sind sämtliche e^ positiv zu nehmen. Dies ist der Normalfall, 
wölchen wir im folgenden immer voraussetzen wollen ; jeder andere 
Fall kann daraus leicht abgeleitet werden. 

28. Es seien nun d^, dg» ^s» ^4 ^i® Subdeterminanten der 
letzten Spalte in der Determinante A, so dass also stets 

A = öl -I- 02 + Ö3 + ö, (40) 

ist, so sind auch diese vier Grössen im Normalfall positiv, da 8^ 
das sechsfache Volumen desjenigen Tetraeders darstellt, welches 
aus dem Fundamentaltetraeder dadurch entsteht, dass an Stelle 
der Ecke A^ der Einheitspunkt tritt. 
Sind nun 

Aj = «1 rc 4- /3i y + y, 2: + 1 = 

A3 = «3 a; + 133 y + ^3 2; 4- 1 -= ^ ^ 

A4 = £3^4 a; + ^4 2^ 4-- ^4 2; + 1 = 
die Gleichungen der vier Tetraederebenen, so sind bekanntlich a^, 
/^a> ^a 7 1 proportional den Subdeterminanten der a ten Zeile von A 
und da offenbar 8^ der Proportionalitätsfaktor ist, so ist das System 
der Subdeterminanten von A gleich 



«1 ^I 


^lÖl 


Vi ö, 


«1 


«2 ^2 


^««2 


^2 ^2 


Ö2 


«3 ^8 


h ^3 


n *8 


Ö3 


«4 Ö4 


ß.\ 


n «^4 


d,. 
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Nach einem bekannten Determinantensatze ist dann 



• 


«1 ßi Vi 1 




• 


«2 ßi Yi 1 

«3 h Vs 1 


A» 




d\ ^2 ^8 ^4 




«4 ß* n 1 




Diese Grösse können wir noch mittels der Proportion 


dal A — e^iK — G)a, 


wo die «a absolute Zahlen sind, auf die Form bringen 


• 


A' 1 '*! ' 


^2 ^h ^h 1 


Si 5j ö, «4 A «1 < 


wo 


• 





(42) 



V = A 



6i 6^ 6q 64 



A (Oj 0)3 (Og CJ^ 



(43) 



hl h^ Äs A4 

ein im folgenden noch häufig auftretender Volumenkoeffizient ist. 

29. Die Gleichung der Einheitsebene sei 

E = «0 ^ + ßoV + yo z + 1 = 0, 
Wie bei Dreieckskoordinaten findet man 



so dass 



«0 = 



-^(Ai+A^ + Ag+AJ, 



<yi + <y2 + «8 + «4 O __ ßl + ßi + ßz + P4 
A »Po A ? 



n 



yi + r2 -r 73 + ^4 



(44) 



ist, d. h. die Ebenenkoordinaten der Einheitsebene sind die arith- 
metischen Mittel der Ebenenkoordinaten der Tetraederebenen. Da 
die Richtung der x-Axe willkürlich ist, so können wir die letzt- 
erwähnte Thatsache auch in dem Satze ausdrücken : Sind ein Punkt 
E und eine Ebene E in Bezug auf ein Tetraeder harmonisch 
gelegen und ziehen wir durch E einen beliebigen Strahl, so ist 
der auf diesem Strahl durch die Ebene E erzeugte Abschnitt das 
harmonische Mittel der Abschnitte, die durch die Tetraederebenen 
auf dem Strahle erzeugt werden. 



30. Es habe ein beliebiger Punkt von den rechtwinkligen 
Koordinaten a?, y, z die Tetraederkoordinaten a^i , x^^ x^, x^. Da nun 
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e. = 



(45) 



i^l + ßl + Yl ' "" ^< + ?l + yl 

ist, wobei die Quadratwurzel im Normalfall positiv zu nehmen ist, 
so lauten die Transformationsformeln für Punktkoordinaten 
einerseits 

x^ = «1 :r + ßi 2/ + yi + 1 



%]Lt. 



JUt 



.3 = «3 0? + ßs 2/ + ^3 2J + 1 
x^ = «4 a; + j34 ?/ + ^4 2: + 1 

und anderseits 

A a; = öj. «1 a:i + d^ «^ ^2 + .^3 ÖJ3 ^3 + ^'4 ^4, ^4 
A y = öj 61 a?i + dg 62 ^2 -+" *3 ^3 ^3 + *4 ^4 ^4 
A 2; = dj q a?! + dg ^2 ^2 + ^3 ^3 ^3 + *4 ^4 ^4 



(46) 



(47) 



A = öj rci 



Ö4 a;4. 



Ö2 aJg 1" ^3 *^3 •" 

Die letzten Gleichungen können auch in der Form geschrieben 
werden 



^1 ai Xi 4- ^2 ^2 ^2 + ^3 ^8 ooz + ^4 ^4 ^4 

"" ^1 iTi + ^2 ^2 + ^8 ^3 + ^4 ^4 



?/ = 



— ^1 ^1 ^1 + ^2 h ^2 + <^3 ^3 ^3 + ^4 ^4 ^4 



d\ iTi + ^2 ^2 + ^3 i^3 + ^4 ^4 
Oj_ Ci Xi ~f" O2 C2 ^3^2 i~ "3 C3 ^3 r ^4 C4 ÄJ4 



(48) 



^1 a?i + «J« ^2 + ^S ^3 + ^4 ^4 ' 

in welcher sie von den wahren Tetraederkoordinaten Xa unabhängig 
werden. 



31. Die letzte der Gleichnngen (47) giebt die Bedingung an, 
der die wahren Tetraederkoordinaten eines Punktes genügen. 
Man kann sie in den äquivalenten Formen schreiben 

^4 



und 






03 



\ ^4 



= 1, 



Ol X^ + »2 ^2 + «^3 ^3 + O4 0^4 = 1, 









c, 



X 

Xs 



3 



A 



(49) 
(50) 
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Die gleichen Schlüsse, die wii* bei Dreieckskoordinaten ent- 
wickelt haben, zeigen, dass 



oder 

CO, Xi + 0)3 X^ + C3^ X^ + C3^X^ = (51) 

die Gleichung der unendlich fernen Ebene ist. Wir nennen die 
numerischen Grössen o^, Og, ojg, o^ die wahren oder genauen 
Koordinaten der unendlich fernen Ebene; sie sind im Normalfall 
positive echte Brüche, deren Summe 1 ist. 

32. Wir wollen nun zunächst die entwickelten Transformations- 
formeln zur Ableitung der Distanzformel benützen. Die Punkte 
Xa und pa mögen die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z und 
x\ y , z und die Distanz A haben. Es ist dann 

d^ = (x' - rc)« + {y - yf + {z - ^)^ 

und man erhält durch die Formeln (47) wie bei den Dreiecks- 
koordinaten 

■ - A^ ei« = \dl K Ö, {ya - ^a) (y. - X,) 

oder nach Division mit A^ 

— d^ = £d!i, o^ G)i (ya — a?a) (j/b — Xf,), (52) 

ab 

Dabei ist die Summe rechts über die Zahlenpaare 

23, 31, 12, 14, 24, 34 
zu erstrecken. 

Wir bezeichnen die im folgenden noch häufig auftretende 
Funktion 

did ^2 ^s ^h ^h + ^31 ^3 *^i '^h ^h + ^12 ^1 ^^2 ^*i '^h 
+ df^ Ol (»4 u^ 114, + d24, O2 O4 Mg ^h + ^34 ^3 ^4 ^3 ^4 

abkürzend mit 

(Entfernung) und schreiben damit die Distanzformel in der Form 

^d^ = E(jy — x). (53) 

33. Wenden wir diese Formel auf das Punktepaar Ä^ A^ an, 
so erhalten wir eine Identität; nicht so, wenn wir sie auf die 
Punkte E und A^, anwenden, deren Distanz wir mit da bezeichnen 
wollen. Definieren wir die Grössen kl und k^ durch die Gleichungen 
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fe? = 



dh o« + ^h «»3 + du ^i 



1 


= 


dl 


o, 


• 


+ d|3- 


»3 


-+-d.L 


»4 


«3 





dl 


©, 


+ «^32 «02 


• 




+ dL 


O4 


Jet 


= 


dl. 


©1 


+ dl2 ^2 


+ d/. 


ß>3 


1 


• 








fc'-|d.\ 


O.Ot, 









80 ist 

2Ä;« = Ol fcf + Oa fei 4- o, fei + o^ fef 

und die Distanzformel ergiebt aus der Koordinatentabelle 



(54) 



(55) 



(56) 



E 




1 




, 1,1, 


1 


Ä, 




— 


1 

a), 


0,0. 


, 


die Gleichung 








CL ■^ — rC rC^» 




Es ist somit 








Ctj^ — tC^ ~~ rC 

U'2 1^2 

«3 «3 /C 

(t^ 11^ rC 





(57) 



und 



Ol <ii + 02 ^1 + ^3 ^3 + ^4 ^^4 == ^^- (^8) 

Damit sind die Grössen da aus den Dimensionen des Tetraeders 
und der Lage des Einheitspunktes berechnet. 

Die Grössen fe^, kl sind im Normalfall nach ihrer Definition 
positive Grössen und können als Quadrate von Strecken aufgefasst 
werden. Beschreibt man um den Einheitspunkt eine Kugel vom 
Radius fe, so sind fe^, feg, k^, K ^^^ Radien derjenigen Kugeln, 
die die Punkte Ai, A2, A^, A^ zu Mittelpunkten haben und die 
erste Kugel in Hauptkreisen schneiden. 

Die Kugel fe kann folgendermassen konstruiert werden. Aus 
der Gleichung (55) folgt 



fe' 



= Id 



af> 






Zieht man daher durch den Einheitspunkt eine Gerade parallel zu 
der Kante A^ A2, so schneidet dieselbe die Flächen Aj und A2 in 
den Punkten 5^ und B2 ; nimmt man dann von B^ E und B2 E 
das geometrische Mittel, führt dies auch in Bezug auf die andern 
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Kanten aus und addiert die sechs entsprechenden Mittel geometrisch 
unter rechten Winkeln, so stellt die Summe den Radius der Kugel 
k dar. 

34. Als zweite Anwendung der Transformationsformeln be- 
rechnen wir das Volumen eines Tetraeders. Bezeichnen wir 
das sechsfache Volumen mit V, so ist bekanntlich 



X 



X 



X 



tt 



X 



in 



y 
y 

t 

y 



y 



n 



ni 



ft 



fif 



1 
1 
1 
1 



und man erhält mittels der Formeln (47) und des Multiplikations- 
theorems der Determinanten 



F= V 



X, 



1 1 



in 



Xc 
Xc 



X, 



II 



III 



Xq 

x^ 

Xq 
Xt 



II 



Hl 



X, 
X, 

x^ 

X, 



II 



III 



(59) 



wobei V der in Art. 28 definierte Volumenkoeffizient ist. 



35. Zu weitern Resultaten gelangen wir durch die folgenden 
Betrachtungen. 

Es seien X und Y zwei Punkte mit den genauen Koordi- 
naten Xc und ^a; dann stellen bekanntlich in den Formeln 

ii z^ = x^ — kij^ 

die -Zf, die Koordinaten eines Punktes Z der Geraden X Y dar. 
Dabei ist links ein Proportionalitätsfaktor q hinzugefügt worden, 
der so zu bestimmen ist, dass die Za die wahren . Koordinaten des 
Punktes Z werden. Es folgt aus der Gleichung 



1 = oji 01 + cog 2:2 4- 



«3 2^3 + ÖJ4 ^4 



leicht 
so dass 



z. = 



9 = 1 — A, 



(60) 



Diese Formel stimmt genau mit der entsprechenden in rechtwink- 
ligen Koordinaten überein. Es ist auch hier A das Teilverhältnis, 
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in welchem die Strecke X Y durch den Punkt Z geteilt wird, denn 
aus (60) folgt 




k — 






und damit nach 


Figur 


k ^« 


:««- 


-Pa'e^ 


A — • 


-ea- 


-Qa-'C^ 


_ »•«- 


-Pa 


xz 



ra — Qa 



YZ 



36. Wir wollen von der Formel (60) einige Anwendungen 
machen und zunächst die Koordinaten der Projektion eines Punktes 

Ä 1 \ 

X {xa) aus der Ecke Ä^ (0, 0, 0, — = — ) auf die Ebene A^ be- 

64 ß'4/ 

rechnen. Ein Punkt der Linie XA^^ hat die Koordinaten 

X4 r- X : IÖ4 



Xt 



x% 



fl/g 



l' \ — l' 1 — X 



1 — i 



und es ist A so zu bestimmen, dass die vierte Koordinate ver- 
schwindet. Die Projektion hat somit die Koordinaten 



a?i 



x^ 



x^ 



0. 



1 — 0>4 a?4 ' 1 — CD^Xi 1 — 04 0:4 ' 

Dazu ist aber folgendes zu bemerken. Sind x[, X2, a?3, die 
Verhältniskoordinaten eines in der Ebene A4 gelegenen Punktes, 

so kann man bekannt- 
lich die x[, a?2, x^ auch 
auffassen als die Ver- 
hältniskoordinaten 
dieses Punktes, bezogen 
auf das System A^, A^, 
Aq, E^, wo ^4 die 
Projektion von E aus 
J.4 auf A4 ist. Bei 
genauen Koordinaten 
können wir nicht in 
gleicher Weise schlies- 
sen. Es stellt sich uns 
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daher die Aufgabe, für einen solchen Punkt P die genauen Drei- 
eckskoordinaten in dem erwähnten System zu berechnen. Wir 
bezeichnen diese Koordinaten mit xl, xl, xl und haben dann, 
wenn E\ E\, P' die Normalprojektionen der Punkte E, E^ , P auf 
die Ebene Aj sind, 

__ pp;_ , _ pp' 

und daher 

^ _ EE' __ A^E _ h — e, _ - __ 
a?i "~ E^EJ ~' Ä^E^ " K "~ ^ ^^• 

Analog erhält man 

x\ = a?! (1 — O4), xl = aja (1 — «^4)» ^l = «^3 (1 — «4)- 

Es sind somit die Tetraederkoordinaten eines in der Ebene A^ 
gelegenen Punktes P mit 

1 — »4 = Oj + CO2 + ©3 

zu multiplizieren, damit sie in die genauen Dreieckskoordinaten in 
Bezug auf das System A^, A2, -4 3, E^ übergehen. 

Verbinden wir dieses Resultat mit der letzten Aufgabe, so 
erhalten wir den Satz: Hat ein Punkt die genauen Tetraeder- 
koordinaten a?i, a?2, a?3, aj^, so hat seine Projektion aus der Ecke 
A^ auf die Ebene A^ im System A^, A^^ J.3, E^ die genauen 
Dreieckskoordinaten 

1 (D4 1 (Oa 1 OJ4 

1 — CÖ4 0:4 ^ ' 1 0)4 iP4 ^ ' 1 — »4 il?4 ^ ' 

37. Eine weitere Anwendung der Formel 

^" ~ 1 - i 

ist die folgende. Der unendlich ferne Punkt der Geraden XY hat 
das Teilverhältnis A = 1 und werden daher seine Koordinaten 
unendlich gross. Aber diese Werte verhalten sich wie die end- 
lichen Differenzen a?a — 2/a oder y^ — a?a, die wir mit tt^l bezeichnen • 
Sind die Strecken X Y oder d und Z* F* oder d* parallel, 
so ist 



^Va = Va — ^a = 



ea 



Wa = Pa — OCa-= - 



Ca 
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• 








Y* 


und 'da nun 

qa Pa : q*a pl 


/ A d 


/ ! 


* 


1 * / 


so hat man 

d d* 



^ d:d\ 



Es ändern sich demnach die Verhältnisse der iv^ beim Übergang 
von einer Strecke zu einer parallelen gar nicht und die absoluten 
Werte der Wa nur proportional der Distanz des die Richtung de- 
finierenden Punktepaares. Wir führen daher die w^ als Koordinaten 
der betreffenden Richtung und die Werte 



w. 



w. 



d 



(61) 



als die genauen Koordinaten dieser Richtung ein. Es sind 
dann die genauen Koordinaten einer Richtung auch gleich den 
Differenzen 



Wo, = ya 



X 



<X J 



wenn die Punkte Xa und y^ die Distanz Eins haben. 

Die genauen Koordinaten einer Richtung sind ihrer Herleitung 
gemäss nur bis auf ein gemeinschaftliches Vorzeichen bestimmt 
und werden daher einer quadratischen Gleichung genügen müssen. 
Wir erhalten diese Bedingungsgleichung, indem wir in der Distanz- 
formel (53) y^ — Xa = Wa und gleichzeitig d = 1 setzen, so dass . 

- 1 = E(w) ' (62) 

ist. 

Die Frage nach der Bedeutung der Gleichung E (tv) = 
werden wir später beantworten. 

Die Grössen Wa entsprechen 
den Richtungskosinus im recht- 
winkligen System. Wir können 
die Analogie noch weiter verfol- 
gen. Da 




w. 



d 



so ist 



Qa—Pa 



Ba Wa = ^ 
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und es stellt demnach e« tVa den Kosinus des Winkels dar, den die 
Richtung von Xa nach y^ mit der Richtung der Höhe h^ vom Fuss- 
punkt nach der Spitze Aa bildet. Ferner folgt aus 



W^ = 



d 



die Formel 

ya= (X)a + d Wa , (63) 

welche die Koordinaten eines Punktes angiebt, dßr auf dem von 
Xa ausgehenden Strahl von der Richtung Wa in der Entfernung d 
hegt. 

38. Zwei Richtungen bestimmen einen Winkel <p. Zu 
dessen Berechnung gebrauchen wir die Funktion 

E (lii, u^, 1^3, u^\ Vi, Vg, V3, vj = E{u\ v) 

= ^ da CJ« 0>6 {l(a Vf, + Ih Va). 

Es ist dann E (ti \ v) bis auf den Faktor 2 die Polarfunktion von 
E {u) und 

E {u\u) = 2.E (m). (64) 

Es seien nun w^ und v^ die wahren Koordinaten zweier Rich- 
tungen, welche Koordinaten den Gleichungen 

CUj U^ + OJj ?/, + O3 W3 + OJ^ 1^4 = *) 

Ol Vi + 02 ^2 + 0J3 ^3 + 0^ v^ = 
E{u) = -h E(v)-= — l 
Wir ziehen nun von dem beliebigen Punkt Za aus zwei 

Strahlen von den Richtungen ita und v« 
und nehmen auf denselben in den Ent- 
fernungen a und b zwei Punkte x^, und y« 
an. Dann ist nach (63) 

Xa= Za + aUa, Pa = ^a + ^ ^a, 

und man hat für die Entfernung c der 
beiden Punkte Xa und y^ nach (53) 

— c^ = E (y — x) = E (bv — au) 

= a\ E (u) + h\ E(v) - ab, E(u\ v), 

*) Es ist ja ©1 Wj + 102 W2 -f . . = ooj (yi — iTi) + »2 (2/2 — ^2) + . . = 
= fl)i ^1 + cög 2/2 + . . — (»1 Ä"! + »2 rra + . .) = 0. 



genügen. 
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also 

c^ = a^ + b^ + abE(}i\ v). 

Da nun anderseits 

ß2 — : ß^2 _[_ 52 _ 2 a & cos q> , 
so muss 

— 2 cos q> = E (u\ v) (65) 

sein. Diese Formel löst die gestellte Aufgabe. 

Fallen die beiden Richtungen zusammen, so ist 9 = und 

man erhält 

— 2 = E{u\u) 
oder nach (64) 

'-1 = E (u), 
übereinstimmend mit (62). Für g) = 90® ergiebt unsere Formel 

= E(u\v)y 
als Bedingungsgleichung der Normalität zweier Richtungen. 

39. Als eine weitere Anwendung der Richtungskoordinaten 
untersuchen wir die Bedeutung der Formel für das Tetraeder- 
volumen, falls eine Ecke oder zwei oder drei Ecken ins Unend- 
liche fallen. 




Es seien zunächst drei Punkte 
a?a, 2/a und Za im Endlichen und 
eine Richtung Ua gegeben. Dann 
nehmen wir auf dem durch Xa 
gehenden Strahl von der Richtung 
IIa in der Entfernung p einen 
Punkt x'a an und bezeichnen das 
sechsfache Volumen des entstehen- 
den Tetraeders {x, y, z, x) mit 7, 
so dass nach (59) 



7= V I Xan Va, 2?« , X^ -{- p li^\ = \/ p \ Xa, l/a, ^a , ?*a 

Nun ist V auch das doppelte Volumen des in der Figur an- 
gedeuteten Prismas und daher gleich N - p, wo N die doppelte 
Fläche des Normalschnittes dieses Prismas ist. Durch Vergleichung 
der beiden Ausdrücke findet man 
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iV= V 



«1 



vU») vL"i 



^2 



u 



2 



2/3 

Z-. 



XU 



Vi 



(66) 




a: 



Es seien nun zwei Punkte 
a?a und j/a von der Distanz d 
im Endlichen und zwei Punkte 
Wa und t;^ im Unendlichen ge- 
legen. Auf den durch a?^ gehen- 
den Strahlen von den Richtun- 
gen Uc^ und Vc, nehmen wir in 
den Entfernungen p und q die 
Punkte x\ und x^ an und haben 
dann für das sechsfache Volu- 
men V des Tetraeders (oj, j/, a?' , y') 



^Q. > i^a> Wa , Vq 



= Vjp g 
Anderseits hat man 

F = jp g sin 9 . d sin t/; = 2> g d . sin (cZ w v), 

wo q) und i/; die aus der Figur ersichtlichen Bedeutungen haben 
und sin {d u v) der von v. Staudt (Grelle J. Bd. 24, p. 252) ein- 
geführte Sinus der Ecke ist, welche von den Richtungen d, u^ und 
Va gebildet wird. Aus der Vergleichung dieser Formeln folgt: 



d sin {d 11 v) '=S/ - 



^1 
Vi 

Vi 



UL/a X' 



2/2 
^2 



3 

2/3 



x^ 

2/4 



(67) 



Sind endlich drei Punkte im 
Unendlichen gelegen, so ziehen wir 
von dem im Endlichen gelegenen 
Punkte Xa, drei Strahlen von den 
Richtungen u^ , v^ und u;« und nehmen 
auf denselben in den Entfernungen 
Py q, r die Punkte x^, xä , x^' an 
und haben dann für das entsprechende 
Tetraeder, dessen sechsfaches Volumen V sei, einerseits 
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anderseits 
so dass 



= V. pqr .\ Xa, tla, Va, Wa i, 

V = p qr . sin (u v w), 



sin (ti V t«;) = V . 



X, 
Vi 



X-i 



V, 



2 






X, 

II, 



Wi IV2 iV^ IV^ 



(68) 



Dieser Ausdruck muss seiner Bedeutung gemäss von den 
Koordinaten Xa unabhängig sein. Da V = A coi o^ cog co^ , so 
können wir in der That schreiben 



sin (u vw) = l\ 



o, 


Xi 


Oa «2 


<^3 


a'a 


O^ «4 


»1 


«1 


o, u^ 


fi>3 


«3 


«4 «4 


o, 


«^1 


OJ, ^2 


»3 


«^3 


04 V4 


0), 


«;, 


(»2 M'a 


CJj 


«'s 


04 t(;^ 



Wenn wir nun zur ersten Spalte die parallelen addieren, so werden 
die Elemente derselben 

1,0,0,0 
und wir erhalten 



oj^ sin (ii vw) = \/ . 



It2 









Wo w. 



oder 



und analog 



Oj sin {ii vw) = V (ug ^3 «^4) » 

«2 sin (w V w) = V (wj i;^ ^^-g ) , 

03 sin {u vtv) = \/ (u^ Vi W2), 

04 sin (uvw) = \/ (ti^ V2 Wi), 



(69) 



Stehen z. B. die drei Richtungen aufeinander normal, so ist 

= V. (70) 



OD, 



CO« 



00« 



COa 



(Wj Vi W^) (l<i t?4 t(;8) (W4 Vi W2) (Ws ^2 W'l) 
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B. Ebenenkoordinaten. 

40. Die Einheitsebene und eine beliebige Ebene mögen von 
den Ecken des Fundamentaltetraeders und von dem Einheitspunkt 
die Abstände 



und 



8j , ^2 » ^3 > ^4 > ^( 



^1 > ^2 » ^3 » ^4 ; ^0 



haben, und zwar nehmen wir diese Abstände mit dem gleichen 
Vorzeichen, wenn sie auf der gleichen Seite der betreffenden Ebene 
liegen. Wir können demnach im Normalfall die Grössen a^ und e^ 
als positiv voraussetzen; die n^ und n^ sind aber nur bis auf ein 
gemeinschaftliches Yorzeichen bestimmt. Dann sind 

die projektivischen Ebenenkoordinaten der beliebigen Ebene, be- 
zogen auf das Fundamentaltetraeder. Für die Konstruktion der 
Ebene aus den Koordinaten sind nur die Verhältnisse derselben 
notwendig; in den metrischen Formeln sind indessen stets die 
eben definierten genauen Koordinaten anzuwenden. Diese Ko- 
ordinaten sind nach dem oben Bemerkten nur bis auf ein gemein- 
schaftliches Vorzeichen bestimmt, ein Umstand, auf dessen Be- 
deutung noch eingegangen werden soll (vergl. Art. 51). 

41. Die beliebige Ebene habe nun in unserem rechtwinkligen 
System die Plücker 'sehen Ebenenkoordinaten J, i?, g und daher die 

Gleichung 

ga;+iy2/ + £;3+l =0. 

Beachten wir noch, dass 

die Gleichung der Einheitsebene ist, so finden wir, wie bei den 
Linienkoordinaten (Art. 11, 12 und 13) die Gleichungen 

i_ 1 

«« = «0 (^0 «a -r ßo K + n ^a + 1), (71) 

. ^a = ^0 (S «a + ^ &a + g C, + 1), ^72) 
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(73) 
(74) 

sowie die Transformationsformeln 

Sa = ^ (a. ^ + kv-^cA + 1) (75) 



«« 


Sa = 


4 ^' 


1 




4 

«0 


(X>a , 


1 




1 . 1 




1 




4 




+ 


- + 1- 


+ 






* » 


h 




f2 h 




*4 




fco 



und 



«fl 



4 -^ • I = «1 Sl + «2 ^2 + <^3 ^3 + «4 §4 
*0 

4^- '? = ^.Sl +/J, 12 + ^3^3 + ^4^4 (76) 

4 ^ • g = y, I, + ^2 12 + ys is + n 1. 

4^= I. + ^2 + 13 + i*- (77) 

42. Quadrieren und addieren wir die Gleichungen (76), so 
erhalten wir, da 

< {V + v' + i') = i 

ist, 

(— ) = («1 Si + «2 ?2 + «3 ^3 + «4 S4)' 
+ (ßx ?1 + ^2 I2 +V3 ^3 + |34 ^.y + (ri Sl + y-i ^2 + ^3 ^3 + ^4 S4)'. (78) 

Bei der Entwicklung dieser Formel haben wir folgendes zu be- 
achten. Zunächst ist 

c^l + ßl + y^--^ 

ferner sind 

«a e« , ßa^a, ^a ^a 

die Richtungskosinus der Normalen von A« , so dass, wenn wir den 
Winkel der Ebenen ^a und As , der im Innern des Tetraeders liegt, 
mit (ab) bezeichnen, im Normalfall 

— cos (a 6) = («a «b + ßaßh+ Va Vb) % ^6 

ist. Damit ergiebt die Entwicklung von (78) 

(rr = l + l + l + |-2f|coa(23)-2f4co8(31) 

_ 2 ^ cos (12) - 2 ^ cos (14) - 2 ^ cos (24) - 2 ^ cos(34). 

Dies ist die Bedingungsgleichung, der die genauen Koordi- 
naten einer Ebene zu genügen haben. 



« p2 y 
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43. Mit dieser Gleichung steht die folgende Formel in engster 
Beziehung. Es sei q) der Winkel der beiden Ebenen 

|cc + i;y + g2; + l==0, 

l'aj + iy'y + r^+l = 0, 
oder Sa und tja- Dann ist 

cos g) = Äo < (n' + ^ V + S 5') 
oder mit Hülfe der Transformationsformeln und den Entwicklungen 
des letzten Artikels 

(±y cos (p = ^ + ^2Vs-hhv. ^^g (23) - 

Wir bezeichnen zur Abkürzung den häufig auftretenden Ausdruck 
^ + ^ + ^H-^^- ^ \+ ^' " ««« (23) 

Cj C/2 Cs ^'i *^ ^8 

_ i. m + 1. V» ^.^g (31) _ g. »?» + I» »^i cos (12) - hlu + Llh cos (14) 

_ ^2V. + Lv. ^^g (24) - ^«^* + ^^^« cos (34) 

mit 

TT (li, gj, Ss, ^4 I 1?!, %, %, lyj :=: W{^ \ rj) 

(wahre Koordinaten, Winkelfunktion) und können damit die obige 
Formel schreiben 

{^)\osq>=W(l\ri). (80) 

Fallen die beiden Ebenen §« und tja zusammen, so wird y = 0, 
und wir erhalten wieder die Bedingungsgleichung der Ebenen- 
koordinaten in der Form 

(i)' = ^ (^ I ^)- . (7^) 

Die Bedingungen der Normalität und des Parallelismus 
zweier Ebenen lauten nach (80) 

= Tf (I I 1?), 



+ 



(^y=-w(v^v), 



wobei das doppelte Vorzeichen in Art. 51 seine Erkläi'ung finden 
wird. 

Die Bedeutung der Gleichung W{^\ ^) = werden wir später 
erkennen. 
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44. Zu beachten ist, dass, wenn man bei Tormel (80) die 
Vorzeichen der Koordinaten der einen Ebene ändert, die Formel 
den Nebenwinkel des früheren Winkels ei'giebt. Wollen wir z. B. 
diese Formel auf die beiden Tetraederebenen 



A, (^ ei , , , ) 
A2 ( , -^ e^, , ) 



■^0 

anwenden, so müssen wir bei der einen Ebene das Vorzeichen der 
nicht verschwindenden Koordinate ändern, wenn wir den Winkel 
(12) erhalten wollen. 

Für die Neigungswinkel ß^, ß^, ßs, ß^ einer Ebene 1« gegen 
die Tetraederebenen erhält man durch Anwendung derselben 
Formel : 

--cosi3i = -^ +-^cosl2+ ^cosl3 + ^cosl4 

-C08i3s,= ^ cos 21--^ +^cos23 + ^*-cos24 



(q ßi 62 6s 



--cos|?j= ^co831 + ^cos32-^ +^cos34 

- - cosß. = -'^ cos41 + -^ cos42 + ^ cos43- -^ , 



(81) 



woraus noch folgt 

±^kcoaß,+^ cos ^, + |i cos ß, + |i cos ß,. (82) 

45. Setzt man in den Gleichungen 

(^y = TF (§ U) . (^y cos (p = TT (II f)) 

für la die Verhältniskoordinaten §„ mit dem Proportionalitätsfaktor 
(i ein, so erhält man 

Lässt man nun die Ebene §1 ins Unendliche rücken, so darf man 
annehmen, dass die Jl sich den Werten 0^ und q dem Werte 00 
sich nähern und die obigen Formeln gehen über in 

= W(fo I o), (83) 

= W (cü I rj). (84) 
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Es ist somit die unendlich ferne Ebene als sich selbst und zu jeder 
endlichen Ebene normal anzusehen. 

46. Die zuletzt entwickelten Formeln zeigen uns, dass die 
Ebene ly«» deren Koordinaten sich aus 

Va^ L — ,« C3a (85) 

berechnen, zu der Ebene 1^ parallel ist. In der That ist nicht nur 



~{~ 



^V 



sondern auch 

W(ri 1 ri) = TF(| — /x oj | g — ii(o) 



- (i)'. 



welche Formeln das Behauptete beweisen. 

Wir können von dieser Thatsache eine kleine Anwendung 
machen. Genügt die Ebene |a der Gleichung W (| | ?) = 0, so 
gentigt ihr auch die Parallelebene ^a- Daraus geht hervor, dass 
die Lösungen der Gleichung Tt''(S | I) = Ebenen darstellen, die 
eine in der unendlich fernen Ebene gelegene Kurve umhüllen. In 
Art. 66 wird gezeigt, dass diese Kurve der absolute Kegelschnitt ist. 

47. üeber die Bedeutung von /li in (85) erhalten wir folgender- 
massen Aufschluss. Ist {x^y^z) oder x^ ein beliebiger Punkt und 
(I, iy, g) oder 1« eine beliebige Ebene, so hat man für den normalen 
Abstand p des erstem von der letztern 

j) = 3ro (a;5 + 2/^ + 2:g + l) 

oder mit Hülfe der Transformationsformeln (46) und (76) 

P = ^{^i^i+ ^2 h +Xzh+ ^4 ^4)- (86) 

Die Gleichungen (73) und (77) sind nur spezielle Fälle dieser 
Formel. 
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48. Verwenden wir diese Formel im Beispiel des Art. 46 und 
nehmen in der Parallelebene ly« einen Punkt x^, an, so folgt aus 

^1 n\ + ^2 »Za + ^3 ^S + ^4 ^4 = 

die Beziehung 

d. h. es ist 

4 

wo jp der Abstand der beiden Parallelebenen ist. Wir schreiben 
demgemäss die Formel für die Parallelebene auch etwa 

^ya^Sa-^P-COa. (87) 

c 

Ist z. B. der Abstand der beiden Ebenen ^, so ist 
oder 

d.h.: Ist der Abstand zweier parallelen Ebenen -^, so geben die 

Differenzen der gleichnamigen Koordinaten derselben die genauen 
Koordinaten der unendlich fernen Ebene. Es entspricht diese 
Formel in gewisser Weise der andern 



49. Mit der Formel (86) können wir auch die Frage nach 
der Bedeutung des Parameters A in der Formel 

beantworten. Ist z^ ein Punkt der Ebene ga, so folgt aus 
die Beziehung 



A = 



6 







9 

(^1 ni + h V2+^3 ^3+^4 ^4) 
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d.h. es ist A das Teilverhältnis, in welchem die Ebene f^ 
den Winkel q> der Ebenen ^^ und rja teilt. 

Der Faktor q bestimmt sich aus der Gleichung 



(l)'=W(t\i;). 



Man findet 



so dass man 



9^ = 1 — 2 A cos (f -I A^, 



Vi— 2 ;i COS 9 + ^' 



setzen darf. 



50. Bei der Anwendung dieser Formel sind die Vorzeichen 
der Koordinaten Sa und ly^ so zu wählen, dass die Formel 

(— ) 008 (p = Tf (g| jy) 

den Winkel (p und nicht seinen Nebenwinkel ergiebt (vgl. Art. 44). 
Sucht man z. B. die Koordinaten der Ebene A^ A^ E, so hat man 
für die beiden ursprünglichen Ebenen 

A 



i[y^e,, 0, 0, O) 
*«( 0, -~e,, 0, O) 



zu nehmen. Da nun die erwähnte Ebene das Teilverhältnis / 

besitzt, so hat sie die genauen Koordinaten 



wo 



4 4 

— e, . e, 




„2 c« + 2e, e3C08(12) +ei 


''12 


^■' - el 


ei 



und ^1 2 die Entfernung der Normalprojektionen des Einheitspunktes 
auf die Ebenen A. und Ag ist. Die gesuchten Koordinaten sind 
demnach 



4 Cj Ci 4^ 61^2 

*0 ^1« *0 ^12 



0, 0. 
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Der Ausdruck 

efg = 61 + 2\ €2 cos (12) + e| 

giebt uns Anlass, die Koordinaten der Fusspunkte der Normalen 
zu berechnen, die man vom Einheitspunkt auf die Ebene A« fällen 
kann. Wir lösen diese Aufgabe, indem wir an Stelle des Einheits- 
punktes einen beliebigen Punkt ya und an Stelle der Ebene A« 
eine beliebige Ebene S« setzen. Dazu gebrauchen wir aber einige 
Formeln über unser Fundamen talsystem, zu deren Herleitung wir 
im nächsten Abschnitt übergehen wollen. 

51. Zwischen den Punktkoordinaten und den Ebenenkoordi- 
naten besteht der charakteristische Unterschied, dass die erstem 
vollständig bestimmte Grössen sind, die letztern aber einen allen 
Koordinaten gemeinschaftlichen Zeichenwechsel gestatten. Wir 
können nun die Bedeutung dieses Unterschiedes angeben und die 
Wirkung desselben auf die verschiedenen Formeln verfolgen. 

Es ist bekannt, dass man die Flächen in zwei Klassen trennt, 
je nachdem es möglich oder nicht möglich ist, von der einen Seite 
der Fläche auf die andere zu gelangen, ohne die Fläche an der 
betreflfenden Stelle zu durchsetzen. Die erste Klasse hat man 
Doppelflächen genannt, während für die zweite Klasse keine 
besondere Bezeichnung aufgestellt wurde. Hier soll eine Fläche 
der ersten Art einseitig, eine Fläche der zweiten Art zwei- 
seitig genannt werden. Die entsprechenden Begriffe sind dann 
auch auf andere geometrische Gebilde ausgedehnt worden, und man 
hat erkannt, dass der Punkt ein einseitiges, die Ebene dagegen 
ein zweiseitiges Gebilde ist. Damit hängt der oben angegebene 
Unterschied der beiden Koordinatengattungen zusammen. 

Die Formel 

giebt den Abstand p des Punktes x^ von der Ebene |a an und 
zwar infolge der stetigen Aenderung des Abstandes mit der 
stetigen Bewegung von Xa positiv für die Punkte auf der einen 
Seite, negativ für die Punkte auf der andern Seite der Ebene. 
Wir unterscheiden demgemäss eine positive und eine nega- 
tive Seite der Ebene; ändern wir die Vorzeichen aller Sa, 
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SO geht die positive Seite der Ebene in die negative über. Bei 
dem hier eingenommenen Standpunkt ist somit von einer Ebene 
mit positiver und negativer Seite diejenige Ebene zu unterscheiden, 
welche geometrisch mit der erstem zusammenfallt, bei welcher 
aber die beiden Seiten mit einander vertauscht sind ; die eine Ebene 
hat die Koordinaten |a> diö andere die Koordinaten — ^a- Geben 
wir z. B. der Einheitsebene die Koordinaten (1, 1, 1, 1), so ist, 
weil wir s^ positiv nehmen, die positive Seite der Einheitsebene 
dem Einheitspunkt zugewandt. Dasselbe gilt von der Ebene A^ 

im Normalfall, sofern wir derselben die Koordinaten (— e^ , 0, 0, ) 

erteilen. 

Wenn zwei so bestimmte Ebenen geometrisch zusammen- 
fallen, so kann dies auf zwei Arten erfolgen. Bei der vollständigen 
Deckung kommt die positive Seite der einen Ebene auf die posi- 
tive Seite der andern Ebene zu liegen, bei der unvollständigen 
Deckung tritt dies nicht ein. Die Formel 

{^^)\oBq^= W{^\fi) (80) 

giebt dann, wie man aus Stetigkeitsgründen schliesst, denjenigen 
Winkel an, den die eine Ebene beschreiben muss, um vollständig 
mit der andern Ebene zur Deckung zu gelangen. Wechselt man 
die Vorzeichen der Koordinaten der einen Ebene, so geht cos g? 
in — cos (p über und wir erhalten den Nebenwinkel des ersten 
Winkels. Fallen die beiden Ebenen zusammen, so wird 



w{m = ±(il 



wobei das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem die beiden 
Ebenen vollständig oder unvollständig zusammenfallen. 
Die Formel 

Va ^ L — i^COa (85) 

= L-rP'<o, (87) 

verschiebt die Ebene ^a parallel nach der Ebene rj^ und zwar 
auf die positive Seite der erstem Ebene, wenn ^ oder p 
positiv ist. Die beiden Ebenen nennen wir dann vollständig 
parallel; unvollständiger Parallelismus tritt ein, 
wenn man' die Vorzeichen der Koordinaten der einen Ebene 
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ändert. Der Satz am Schlüsse des Artikels 48 ist nun folgender- 
massen zu modifizieren : Ist der Abstand zweier parallelen Ebenen 

-j^, so geben bei vollständigem Parallelismus die Differenzen, 

bei unvollständigem Parallelismus die Summen der gleichnamigen 
Koordinaten derselben die absoluten Werte der genauen Koordi- 
naten der unendlich fernen Ebene. 
Nimmt man in der Formel 



L = 




Vi-2;ico8 9 + ;i« ^ ^ 

die Quadratwurzel positiv, so ergiebt 
sich die genaue Bestimmung der Ebene 
£a aus dem Umstände, dass £« bei 
verschwindendem A mit Ja vollständig, 
oder bei unendlichem l mit rj^ voll- 
ständig oder unvollständig zusammen- 
fällt, jenachdem A negativ oder positiv 
unendlich wird. 



52. Auch eine Richtung ist ein zweiseitiges Gebilde. Ist 
dieselbe bestimmt durch die beiden Punkte Xa und y^ von der 
Distanz d, so nennen wir die Richtung vom erstgenannten Punkte 
zum zweiten den positiven Sinn der Richtung und geben der- 
selben die Koordinaten 



W. = 



d 



der entgegengesetzten Richtung geben wir die Koordinaten 

^" d 

Sind aber die Koordinaten w^ einer Richtung gegeben, so bestimmen 
wir den positiven Sinn der Richtung folgendermassen. Nach An- 
nahme eines beliebigen Punktes x^, und einer positiven Grösse d 
suchen wir den Punkt von den Koordinaten 

2/g = ^g + d • W^g» 

die Richtung von a?^ nach y^^ giebt dann den gesuchten positiven 
Sinn der Richtung an. 
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Ihrer Herleitung gemäss giebt die Formel 

~ 2 cos (p = E(u\ v) (65) 

denjenigen Winkel tp an, der von den positiven (oder negativen) 
Richtungen !/„ und Va gebildet wird. Im übrigen ist von dieser 
Formel dasselbe zu sagen, was oben von der Formel (80) gesagt 
worden ist. 

Bei den Degenerationsformeln des Tetraedervolumens in Ar- 
tikel 39 sind ähnliche Betrachtungen hinzuzufügen. Formel (66) 
giebt die Fläche des Normalschnitts positiv, wenn ein im Innern 
des Prismas liegender Beobachter, dessen Richtung von Fuss zu 
Kopf mit der positiven Richtung von Ua zusammenfällt, sich von 
links nach rechts wenden muss, wenn er die drei Punkte Xa, i/ai ^a 
dieser Reihenfolge nach beobachten will. Endlich ergeben die 
Formeln (67) und (68) den Sinus der Ecke dtiv oder ti v iv positiv, 
wenn ein in x^ sich befindliches Auge, welches ins Innere der Ecke 
schaut, dieselbe als linkswendig erkennt. 



C. Einige Formeln über das Tetraeder. 

53. Wir gehen aus von der von Staudt (Grelle J. 57, p. 88) 
und Sylvester (Philos. Mag. 1852, II, p. 335) entwickelten Formel 



8 V V = 




1 
1 
1 
1 



1 


1 


1 


1 


,2 
11 


rh 


^2 
'13 


y2 
'14 


,2 

21 


^2 
'22 


..2 
'23 


^.2 
^24 


,2 
31 


r2 

'32 


'33 


^.2 
^34 


,2 
41 


A.2 
M2 


^.2 
^43 


^2 
M4 



(89) 



in welcher V und V die sechsfachen Volumen zweier Tetraeder 
sind und r^e die Entfernung der a*®"" Ecke des ersten Tetraeders 
von der b*®"* Ecke des zweiten Tetraeders bedeutet. Lässt man 
die beiden Tetraeder mit unserem Fundamentaltetraeder zusammen- 



fallen, so wird r^ö = r^, 
bekannte Formel 



= rfab und Vaa = uud man erhält die 
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8A« = 






1 


1 


1 


1 


1 





dh 


dh 


dl 


1 


dl 





«28 


dl 


1 


dl 


dh 





dl 


1 


dl 


dl 


rfls 






(90) 



Die vierten Teile der Subdeterminanten vierten Grades von 
8 A* bezeichnen wir mit 



Ao 



Ai 
Ai 
Ai 
A, 
A, 



x/a 9 x/a o jy, 



'02 

A2 
A2 
A2 
A2 



03 

A3 

Z) 

z> 
A 



23 



33 



3 



04 

A4 
A4 
A4 
A4 



(Ab = A.). 



Dann hat man nach bekannten Determinantensätzen 



2A« 
2A« 

2A^ 
2A^ 



• + Ai + A2 + A3 + A4 
Ao • + dt, A2 + dh Z).3 + dl Du 

X/20 ">" «21 -L/21 * ~H «23 -^23 "i ^24 -^24 

J^so + dfl Al + rf|2 A2 • + ^34 ^4 

Ao + dl, Ai + dl, A2 + ^l3 A3 



/ 



3 A^ = !r (^.^6 As 

ab 



und 



= 



l^Ab 

&=1 



(a = 1, 2, 3, 4) 



= Doo + £ dl Ab (a = 1, 2, 3, 4) 



6=1 

= Ao + i <iL A. 

c=l 



(aH=6)- 



Es ist nun 

Aa = -/?, (a = 1, 2, 3, 4) 
eine Gleichung, die wir auch in den Formen 



D 



aa 



B 



aa 



,2 > 



A' 



K 



benutzen. Ferner ist 



(91) 



(92) 



(93) 
(94) 
(95) 



(96) 



(96) 
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4D„ = 



12 






1 


1 


1 


1 


dl 


»23 


dl 


1 


dl 





dl 


1 


dl 


rff. 






Indem wir nun die letzte Spalte von der zweiten und dritten sub- 
trahieren, dann in der entstehenden Determinante dritten Grades 
die letzte Zeile von der ersten und zweiten subtrahieren, erhalten 
wir 

/^2 J2 fJ2 ff2 ^2 ^2 

«21 "24 «14 > «23 «24 ^34 



4i)., = 



12 



dl — dh — d 



'31 



34 



'14 > 



2 dl 



Nun ist 



d?2 = ^24 + ^41 - 2 6^24 d,i cos (241) 
^23 = ^4 + dl^ — 2 ^34 c?42 COS (342) 
dh = d?^ + d!« ~ 2 rfi4 d^Q cos (143) 



'31 



'14 ' 



'43 



und daher wird 



Dt, = 



12 



^24 ^41 COS (241), ^34 6^42 COS (342) 

^34 ^41 COS (143), 



«^34 



= ^24 ^41 ^34 { COS (241) — COS (143) cos (342) } 
= ^24 ^34 sin (342) • CZ41 ^34 sin (143) • cos (12), 



also 



(97) 



A2=/./2Cos(12). 
Allgemeiner ist 

A* = /» A cos (ab), (a, 6 = 1, 2, 3, 4) 
eine Formel, welche mit 

Äi = _L cos (ab) und % = j^ cos (ab). 

identisch ist. 

Mit Hülfe dieser Suhdeterminanten kann die Funktion W{§\fi) 
in den folgenden Formen geschrieben werden: 

- Tf (S I 1?) = %^ I. 1/1 + • • • + ^^ i^2 Vs + 5» %) + 



(97) 



'2 »'S 



Dab 



a b ^'a *'6 



(98) 
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£. 
«. 


1. 


1. 


I4 

«4 










1 


1 


1 


1 


1 


Vi 


1 





dl2 


^3 


dl 


4 


Vi 


1 


dL 





dh 


d|4 




Vi 


1 


dl 


«32 





di4 




»74 
»4 


1 


dl 


di. 


dl. 






in welchen die Koeffizienten, abgesehen von di, d^, 83, ö^ nur 
noch von den Quadraten der Kantenlängen des Tetraeders 
abhängig sind. 



54. Um noch zu einer geometrischen Interpretation der Grössen 
Dao, sowie Dqo zu gelangen, berechnen wir die Koordinaten 
des Mittelpunktes und den Radius der dem Fundamental- 
tetraeder umschriebenen Kugel. Die letztere Grösse kann nach 
einer bekannten Formel (Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. Raumes, 
I. Teil, §57) bestimmt werden; wir ziehen aber vor, nach den 
hier entwickelten Resultaten zur Bestimmung dieser Kugel zu 
gelangen. 

Der Mittelpunkt der erwähnten Kugel ist der Schnittpunkt 
der mittelnormalen Ebenen der Tetraederkanten. Indem wir mittels 
der Distanzformel ausdrücken, dass der Punkt (a?i, x^, a?3, x^) von 
den Punkten 

^1 (-^, 0, 0, 0) und Ä, (0, ^, 0, 0) 

gleichen Abstand hat, erhalten wir die Gleichung der mittel- 
normalen Ebene von Ä^ A2 in der Form 

^12 0>2 ^2 + ^13 ^i ^S + ^14 0^4 a?4 

= rffi oJi a?i 4- t?|3 ojg a?3 + d|4 co^ a?^. 
Führt man die Abkürzungen ein^): 



^) Betreffend der geometrischen Bedeutung der Ausdrücke l^^ vergleiche 
Artikel 65. 
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h = 



+ dfg »2 ^2 -l- ^13 ^'i ÄJ3 + ^14 0^4 ^4» 



^2 = d|l (»i ÜPi • + dfg 03 a?3 + d|4 ©4 X^, 



(99) 



^3 = ^31 ^l «1 + ^32 0>2' ^2 • + ^34 «^4 ^4» 

'4 = ^41 ß'l ^l + ^42 ß>2 ^2 + ^43 ^3 ^i ' » 

SO lässt sich die Gleichung der mittelnormalen Ebene von Aa Af, 
in der einfachen Form schreiben 

i^ — /, = 0. 

Nehmen wir z. B. die drei Ebenen 



L 



ij =0, Zg — i, = p, 1^ — 1^=0 



oder 



dli C»! a?! — df2 O3 «2 + (^23 "" ^13) ß>3 «3 + (^24 ~ ^L) «^4 »4 = 0, 

(ill (»1 a?i + (rffg - dfa) «'2 ^2 ~ ^13 ß>3 a^3 + 0^34 ~ ^^4) ^i «^4 = 0, 

^41 «»1 ^1 + (^42 ^ ^^2) ^2 ^2 + (^43 "~ ^13) ^3 ^B ~ ^u «^4 ^4 = 0, 



so bestimmen dieselben durch ihren Schnittpunkt den gesuchten 
Kugelmittelpunkt. Betrachtet man OiO^j, ^.^x^^ 03a?3, aj^a?^ als 
Unbekannte, so ist die der Unbekannten (äj^ Xy entsprechende De- 
terminante 



1 


df* 


^» 


df, 





-df2 


r72 ^2 
"'23 "'13 


0^24 ^14 





«-32 **i2 


d\^ 


d^ d^ 





^72 /72 
»42 »12 


d^ — d^ 
"43 "13 


-df. 



wobei der Saum der ersten Zeile und Spalte zur Umformung bei- 
gefügt wurde. Nach Addition der ersten Zeile zu den parallelen 
Zeilen erkennt man, dass diese Determinante den Wert — ^I>io 
hat. In gleicher Weise erkennt man, dass die den Unbekannten 
^2 ^2> ^3 ^3> ^4 ^4 entsprechenden Determinanten + 4D20, ~ ^ D30, 
+ 4 2)40 sind, so dass 

0J| Ä7j I 0.2 iZ?2 • Ö3 iZ?3 I ©4 a?4 = -^10 • -^^0 • -^30 * -^40 

oder 

ist. Durch Summation über a= 1 bis 4 findet man zufolge (91i) 

1 = e • 2 A^ 
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sodass 



und 



«. ^a = 1^. (100) 



Ao =2A5,a5. (100) 

ist. Damit ist die geometrische Bedeutung von i),, klargestellt. 
Ist nun R der Radius der umschriebenen Kugel, so ist R 
auch der Abstand der beiden Punkte 

Tif /Ao Ao. Ao Ao\ J_ 

^ V «, ' «, ' «, ' «4 ;■ 2A 

^. (^. 0. 0. 0. ) . 2^ 

Wir finden mittels der Distanzformel 

•-4A*ie*=_r(i?, Ao Ao-2A* {d\^ Ao +d?3 Ao +^?4 Ao}- 

Nun ist aber nach (94) und (91i) 

2^.rdS, Ao Ao = ^Ao ^dS» Ao = - Ao ^ Ao 



ab •*" -" "" a ''^ h 



= -2A«I>oo 



>^2 7) _1_ ^2 r> -L ^2 T) = — T) 

M'12 -^20 ^^ "'IS -*^30 "^ "14 -^^40 -^^00 

und man erhält schliesslich 

Doo=-- — i^'E' (101) 

oder 

i2' = -^,- (101) 

Damit ist auch die Bedeutung von Dqq angegeben. 



55. Bei der Berechnung der Dao wird man sich mit Vorteil 
der vier Zahlen ^j, ^r^, ^3, ^^ bedienen, die durch die Gleichungen 

^^ = Ä ^«« (21) • + Ä ^«« (23) + ^^ cos (24) 

^3 =5: CO« (31) + 5; cos (32) . +^ cos (34) 

^* = d: ^«^^ (*1) + S ^'^^ (*2) + 0^ cos (43) 
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definiert werden. Es folgt nämlich aus 

2 A" = Aö + dli 2>.i + d?2 A» + dSs As + dU A4 
die Beziehung 

Z>.,=A«(2-<7.). (103) 

Summiert man diese Formel über a = 1 bis 4, so ergiebt sich noch 
durch Vergleichung mit (91,) 

ffi +y%-^93+9< = ^ (104) 

'^^'^ 2 Pt cos (« 6) = 3, (105) 

d.h.: Teilt man das Quadrat jeder Kante eines Tetraeders 
durch das Produkt der Höhen, die von den Endpunkten 
dieser Kante ausgehen, und multipliziert den Quotienten 
mit dem cos des Flächenwinkels, auf dessen Schenkel- 
ebenen jene Höhen gefällt worden sind, so ist die Summe 
dieser Ausdrücke für jedes Tetraeder gleich drei. 

Die Zahlen g^ lassen sich auch statt durch die d^t beinahe 
in derselben Weise durch die da ausdrücken. Wir gelangen zu 
dieser Darstellung, indem wir die Formel (89) auf die Tetraeder 
A und 61 anwenden. Wir erhalten 



8AÖ1 




1 
1 
1 
1 



1 

dl 
Ü 
dl 
dl 



d« 



12 




d^ 



13 



d« 



d^ 
d« 



32 

2 
42 



23 





a-14 
dl 



24 



d* 



d* 



43 



34 




oder nach der zweiten Spalte entwickelt 
2 Ad, = Do, + df Ai + d| A. + dl Ai + dl Ai 

= A«(2-^.) + f[-| + fcos(12) + |cos(13) + .} 

Es ist somit 

i,,Ä,=2(Ä,-e,)-^| + f-Jcos(12) + ^[cos(13) + ^^cos(14), 

^3Ä,=2(Ä,-e,) + fcos(21)-g + gcos(23) + gcos(24), 



d? 



d\ 



dl , dl 



(IM) 



^3 ^3 = 2 (Ä, - 63) + ^ cos (31) + f^ cos (32) - g + g cos (34), 
^, fe, = 2 (Ä, - e J + g cos (41) + fj cos (42) + g cos (43) - f. 
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da ja 



Auch hieraus folgt wieder 

-i + i«««(12) + lcos(l3) + i^co8(14) 

+ 1 cos (21) - 1 + 1 cos (23) + ^ COK24) 

lcos(31) + lco8(32)-l + lcos(34) 

i- cos (41) + 1 cos (42) + 1 cos (43) -1 



+ 
+ 



0, 

0, 

0, 
0. 



(107) 



56. Die Zahlen p« können infolge (104) nicht direkt als Ko- 
ordinaten eines Punktes betrachtet werden. Definiert man aber 



yc 



6 






(108) 



SO erfüllen die Pa die Bedingungsgleichnng für Punktkoordinaten 
und bestimmen daher einen Punkt G, dessen Lage wir untersuchen 
wollen. 

Für den Mittelpunkt M der dem Fundamentaltetraeder um- 
schriebenen Kugel hatten wir die Koordinaten gefunden 



ca.x. = 



'a *^a 



_ ^ 

2A' 



Da nun 

Ao=A2(2-,^,), 
so stehen die Koordinaten von M und Q in der Beziehung 




». 



(109) 



aus welcher noch 
oder 

Via Q 



folgt. Wir ziehen daraus den 
Schluss: Schneidet der Strahl 
Äa M die Ebene A« in dem 
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Punkte Ma und machen wir M^Ca gleich und gleichgerichtet mit 
\MAa^ so schneiden sich die vier Ebenen, die wir durch die 
Punkte Cj, C^, Cg, d parallel zu den Ebenen A^, A2, A3, A^ legen 
können, in einem Punkte und dieser ist der erwähnte Punkt G. 

Sind a?a die Koordinaten eines beliebigen Punktes und berechnet 
man die y^ aus den Gleichungen 

a:. + 3y, = ^, (110) 

SO folgt leicht 

^i Vx + «0« S^2 + ^z 2/8 + O4 ^/i = 1» 

d. h. die y^ sind die Koordinaten eines zweiten Punktes. Dieser 
Punkt kann in gleicher Weise aus dem Punkte x^ konstruiert 
werden, wie der Punkt Q aus M. Teilt man nun die Strecke der 
Punkte x^ und y^ »ach dem Teil Verhältnis — 3, so erhält der Teil- 
pumkt die Koordinaten 

4 4 cd/ 

Dies sind aber die Koordinaten des Schwerpunktes des Funda- 
mentaltetraeders. Es stellen somit die Gleichungen (110) eine 
Aehnlichkeitstransformation des Raumes dar und zwar ist 
der Schwerpunkt des Fundamentaltetraeders innerer Aehnlichkeits- 
punkt und 3 das Aehnlichkeitsverhältnis. Bei dieser Transformation 
entsprechen den Ecken des Fundamentaltetraeders die Schwer- 
punkte 8^ der Dreiecke /, und dem Punkte M der Punkt (?. Es 
hat somit der Punkt G von den Punkten aS« gleichen Abstand, 
und zwar ist derselbe \ iE. Die Kugel, welche durch die Punkte 
Art geht, deren Mittelpunkt somit G ist, entspricht gewissermassen 
dem Feuerbach'schen Kreis im geradlinigen Dreieck. 



D. Normalenprobleme. 

57. Zu jeder Ebene J« gehört eine normale Richtung w^. 
Wir stellen uns daher die Aufgabe, die Grössen w^ aus den Grössen 
Sa zu berechnen.*) 



*) Die umgekehrte Aufgabe wird bei einer andern Gelegenheit behan- 
delt. Vergl. Art. 109. 
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Wir haben in Art. 44 die Neigungswinkel ßa einer Ebene |, 
gegen die Tetraederebenen berechnet. Wir können die dies- 
bezüglichen Formeln (81) mittels den eingeführten Bezeichnungen 
(96) und (97) zusammenfassen in 

C^O ^a "1 "2 "8 "4 ^ 

Nun bildet die normale Richtung Wa ndt den Höhen ha ebenfalls 
die Winkel ßa und es ist somit nach Art. 37 

eaWa = cos ßa. 
Es wird daher die gestellte Aufgabe gelöst durch die Formel 

-^*,M;« = Ai^ + A2^ + A3|f + A4|7. (111) 

Wir merken noch die Gleichung an 
4 

— = Ij Z^l + Ig «^2 + Id M^3 + ^4 «^4 » (112) 

welche sich leicht aus (111) mittels (98) ergiebt. 

Die nach (111) berechneten Grössen Wa müssen den Gleichungen 

öl tü^ + Ög W2 +- *3 «^3 + *4 2^4 = (113) 

oder 

o?! M?! + 02 W2 + «3 w'3 + (0^ w^ = , (113) 

E{w) = — 1 (114) 

genügen und bei einer Parallelverschiebung der Ebene Ja unver- 
ändert bleiben. Die erste Gleichung ergiebt sich unmittelbar nach 
(93), die zweite erfordert einige Rechnung. Es ist 

2A'E(w) = 2£dl,öaä,WaW, 

= lÖaWal^dlf, df,Wf, 
a 

und 

— -i ^d% d, w, = id% (Dh Ij- 4- Aä Ij- + As -|- + • ) 

[nach (95) und (91)], woraus nun leicht mittels (112) und (113) 
die Gleichung (114) folgt. Endlich bewirkt die Substitution 
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keine Änderung der Formel (111), da der mit ft multiplizierte Teil 
nach (93) den Wert null hat. 

Werden die Vorzeichen der Grössen Wa nach der Formel (111) 
bestimmt, so geht die positive Richtung von Wa auf die positive 
Seite der Ebene |o. Nehmen wir nämlich auf der positiven Seite 
der Ebene einen Punkt Xa an, ziehen von demselben aus einen 
Strahl von der Richtung Wa und nehmen auf dem positiven Teil 
desselben in der Entfernung -f- d den Punkt y« an, dessen Koor- 
dinaten 

ya= 3Ca+ dWa 

sind, so muss der Punkt y« einen Abstand q von der Ebene !<, 
haben, welcher um d grösser ist als der Abstand p des Punktes o;«. 
In der That ist 

= -f (^1 li + ^2 ^2 + • •) + -j- d W Si + t(;2 S2 H )» 

welcher Ausdruck nach (86) und (112) gleich p + d ist. 

58. Wir erkennen aus den Formeln (111), dass w^ = sein 
muss, wenn die Ebene !„ auf der Ebene A^,- dass Wi = W2 =^ 
sein muss, wenn die Ebene auf Ä^ A^ normal stehen soll, und dass 
allgemein 

»?i '^\ + ^2 ^2 + n-i «^3 + ^4 ^^4 = (115) 

sein muss, wenn die Ebene |a auf der Ebene ly« normal stehen soll. 
Die letzte Gleichung ist identisch mit der Gleichung TT (S | iy) = 
(VergL Art. 43). 

59. Die Formeln (112) und (115) sind spezielle Fälle einer 
allgemeinen Formel, zu deren Herleitung wir nun übergehen wollen. 

Es sei Wo, die Normalrichtung der Ebene !„, also 

1_ 4„ ^al fc _i -^02 fc |_ -Pa3 fc _j_ •Pa4 fc 

^0 ' ~ da 8, ^1 "^ d« 8, ^2 . 8,\ ^3 "^ (Ja ö, «* 

und rio, eine beliebige Ebene. Dann ist 

4 

-- (^1 ?t^, + ^2 ^2 + ^3 »^3 + ^4 «^4) = TF (I I iy) 

= (-i) cos (I I ,,). 
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Nun ist aber der Winkel q> der Richtung Wa mit der Ebene % 
dem Winkel der beiden Ebenen g^ und rja komplementär, und wir 
erhalten daher 

— sin g) = ^1 w^ + ^s w^2 + % ^z + ^4 «^4 • (11^) 

Diese Formel bestimmt den Neigungswinkel g? der Richtung 
M^a gegen die Ebene tja und zwar wird der spitze Winkel qp po- 
sitiv oder negativ gerechnet, je nachdem die positive Richtung von 
w^ auf die positive oder negative Seite von ly« geht. Sie entspricht 
in gewisser Weise der Formel (86), welche den Abstand eines im 
Endlichen gelegenen Punktes von einer Ebene angiebt. 

Ist q) = 0, ist also die Richtung Wa der Ebene tja parallel^ 
so ist 

^ = Vi ^^l + »?2 «^2 + Vs ^«^3 + ^4 ^4 > 

Übereinstimmend mit Formel (115). Ist aber q) = 90^, so wird 

— = ^1 W^'l + ^2 «^2 + »?3 ^3 + '?4 ^^4 y 

übereinstimmend mit Gleichung (112). 

60. Sind iia und Va die genauen Koordinaten zweier Richtun- 
gen, so stellen auch die Grössen tVa, berechnet aus 

QWa = Ita — ^Va 

eine Richtung dar, denn aus 

^1 ^1 + ^2 ^*2 "t- 0^3 ^3 H- 0^4 U^ == 
(»1 Vi + «2 ^2 + 0^3 ^3 + ^4 '^'4 = 

folgt auch 

^1 ^1 + ^2 ^^2 + ^3 ^^3 + «4 tt;^ = 0. 

Dabei ist 9 so zu bestimmen, dass die Wa der Gleichung 

-l = E(tv) 
genügen. Man erhält 

— Q^^ E(ti) — kE{u\v) + k'' E{v) 
= — 1 H- 2 A cos qp — A^, 

wenn (p der Winkel der beiden Richtungen ist (Art. 38). Man 
darf daher setzen 
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Die positive Richtung von Wa ist bei positiver Wurzel diejenige, 
welche bei verschwindendem A mit der positiven Richtung von m^ 
zusammenfallt. 

Zu derselben Formel gelangen wir auch, wenn wir zu den 
drei Ebenen J^» Va ^^^ Sa, deren Koordinaten durch die Formeln 
verbunden sind 

9 Sa == So — -* ^a , 9 = Vi — 2 X COS (p + X* 

(vergl. Art. 49 und 51), die Normalrichtungen u^,, v« und Wa be- 
rechnen. Da 

-^«.«, = f-|,+^|,+^|,+^g,, (118) 
ist, so ist 

*0 "l "2 V8 

== — — 5a Wa + A . — «a ^a , 

also 

QW^ = li^ — k Va 

wie oben. Gleichzeitig ergiebt sich nach dieser Herleitung, dass 
die Richtung Wa dem Büschel der Richtungen Wa und Va angehört 
und den Winkel (p dieser Richtungen nach dem Teilverhältnis 
l teilt. 



61. Seien wieder Ua und Va die Normalrichtungen der Ebenen 
Sa und rja- Da nun der Winkel g) der Richtungen mit dem Winkel 
q> der beiden Ebenen übereinstimmt und einerseits 

— 2 cos qp = ^ (m I v) 
anderseits 

(— ) cosqp = TF(g| ri) 
ist, so muss 

~(^y E(:u\v) = 2Wii\fi) (120) 

sein. Diese Gleichung verbindet die beiden metrischen Funktionen 
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jE und W miteinander; sie geht mittels der Substitutionen (118) 
und (119) in eine Identität über. 

Diese Identität liefert uns noch eine Formel über das Te- 
traeder. Es ist nämlich 

= 2 ^ dlf, ' — da Ua ' — ä^Vi 

^ ■? ■T'^'" [p ^^'t' ^ ■^"' M 
Dieser Aasdruck ist nun nach (120) gleich 

- 2 A^ F (I i 12) = 2 A« ^ ^ A, rr^- 

Durch Koeffizientenvergleichung ergiebt sich daraus 

2 A« A, = ^ ^ dl,I)^ A,. (121) 

In der That ist 

^ d% Aq = 2 A^ — D(^Q , wenii a = q 



und daher 



= q 



2 dl, D,, A, = A. • 2 A^ - Ao 2 Dap . 

Da nun £ Da^ = ist, so ist die obige Formel neuerdings bewiesen. 

Setzen wir für die Subdeterminanten Ab ihre Werte ein und 
nehmen zunächst an, q sei gleich |), so ergiebt .(121) 

-•A^ = ^J%faA COS (a|)) cos (b|)), 

also z. B. für |) = 1 

- A^ = ^13/2/3 cos 21 cos 31 + dL/3/4 cos 31 cos 41 

+ ^42/4/2 cos 41 cos 21 -f, {dlJ^ cos 21 + dlJ^ cos 31 + dlJ^ cos 41) 

Nimmt man aber an, q sei nicht gleich |), so ergiebt (121) 
2 A- cos (|) q) = S dl^faf, (cos ap cos bq + cos aq cos hp), 
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also z. B. für |3 = 1 und q = 2 

2 A^ cos 12 

= ^12 /i A (1 + cos^ 12) + dlJ^ f^ (cos 13 cos 24 + cos 23 cos 14) 
^13 /i /s (cos 31 cos 21 — cos 32) + (^24/2 /* (cos 42 cos 21 — cos 41) 
^§3/2/3 (cos 21 cos 32— cosl3) + df4/, /4 (cos 12 cos 14— cos 24). 



62. Wir wollen nun zur Lösung der in Art. 50 angegebenen 
Aufgabe tibergehen und die Koordinaten der Normalprojektion 
eines beliebigen Punktes y^, auf eine beliebige Ebene |a berechnen. 
Sind x^ die gesuchten Koordinaten und j) die Länge des projizie- 
renden Lotes, also 

jP = T (^» ^1 + ^2 U -+- 2/3 ia + 2/4 S4). 

so ist, wenn y^ auf der positiven Seite von 1« ist, also p positiv 
ist, die Richtung von x^ nach y^ die positive Richtung der Nor- 
malen von la und daher 

Vc^ — ^o. 



== Wa 



P 

Liegt dagegen z/« auf der negativen Seite von |a > so ist die Rieh- . 
tung von 2/a nach Xa die positive Richtung der Normalen, p negativ 
und daher 

^a — ?/a 

In beiden Fällen folgt 

Xa = ya — pw^, (122) 

wobei sich die w^, nach den Formeln (111) berechnen. Die Formel 
(122) löst die gestellte Aufgabe. 

Projizieren wir z. ß. einen Punkt auf zwei sich schneidende 
Ebenen, so können wir die Distanz der beiden Projektionen auf 
zwei Arten ermitteln. Das eine Mal können wir aus dem Dreieck, 
das durch die beiden projizierenden Lote gebildet wird, die be- 
treffende Distanz berechnen, das andere Mal auf die berechneten 
Projektionskoordinaten die Distanzformel anwenden. Die beiden 
erhaltenen Ausdrücke sind nicht unmittelbar gleich, sondern gehen 
erst mittels (121) in einander über. 
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63. Es sei F ein Flächenstück, das in der Ebene ^'^ liegt. 
Sind nun JPi, F^, F^, F^ die normalen Projektionen desselben auf 
die Ebenen des Fundamentaltetraeders und ft, ^2» ^s? ^4 die Nei- 
gungswinkel der Ebene §« gegen diese Ebenen, so ist bekanntlich 

Fa = F' cos/J,, 

wobei zu beachten, dass ßa auch stumpf und somit Fa negativ sein 
kann. Da nun anderseits 

Ca Wa = COS ßa 

ist, insofern w^ die positive Normalrichtung der Ebene 1« ist, so 
hat man 

F, := F-e^iVa. (123) 

Nun erfüllen die u?« die Gleichung 

- 1 = ^ (w), 
welche mittels (123) übergeht in 

oder ausführlicher geschrieben 

Diese Formel entspricht der bekannten 

F' = F\ + Fl + J^f 
im rechtwinkligen System. 

64. Formel (124) findet z. B. Anwendung bei der Berechnung 
der genauen Koordinaten der Ebene, welche drei nicht in 
gerader Linie liegende Punkte x^, 2/a, z^ verbindet. Be- 
zeichnet man mit Sl die Subdeterminanten der letzten Zeile von 



»1 


3?2 


Xq 


X,. 


Vi 


y% 


2/3 


Vi 


^1 


z^ 


^3 


34 



SO hat man bekanntlich für die genauen Koordinaten ^^ der Ver- 
bindungsebene 
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Es sei nun s die doppelte Fläche des Dreiecks der drei Punkte 
und V das sechsfache Volumen des Tetraeders, gebildet von den 
Punkten Xaj t/a, 2«» A^. Dann ist 

ferner nach Art. 34 



und nach Art. 47 



Daraus folgt 



^ 4 V* 



Damit ist die Bestimmung von q auf diejenige von s zurückgeführt. 
Die positive Seite der Ebene ^a ist nach Herleitung diejenige, von 
der aus die Punkte a;«, t/ai ^a ini Sinne der XJhrzeigerbewegung 
sich folgen. 

Sind nun 6a die Normalprojektionen von s auf die Ebenen 
des Fundamentaltetraeders, so können diese leicht nach den Formeln 
(122) und (12) bestimmt werden und ergeben dann nach (124) 
durch 



s'=^E {^) (125) 



den Wert von s und damit auch den Wert von q. 

Die Grösse s erhalten wir auch folgendermassen. Da die 

?. = ^ ? • II (126) 

der Bedingungsgleichung der Ebenenkoordinaten genügen müssen, 
so ist 

^2 = V2. w(^' in« (127) 



65. Wir können nun auch die Bedeutung der Ausdrücke la 
angeben (vgl. Art. 54). Zunächst ist klar, dass la = die Gleichung 
einer durch A^ gehenden Ebene ist. Die Koeffizienten derselben 
stellen daher nach Multiplikation mit einem passenden Faktor die 
Koordinaten dieser Ebene dar. Da nun die Ebenen l^ = und 
4 = sich in der Ebene l^ — ig = 0, d. h. in der mittelnormalen 
Ebene der Kante A^ A^ schneiden und die letztere Ebene den 
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Flächenwinkel der ersteren halbiert, so schliessen wir daraus, dass 
der erwähnte Faktor bei l^ und l^ und damit bei allen l^ der- 
selbe ist. 

Es seien nun-g,, Ig» Ss» 5* ^^^ wahren Koordinaten der Ebene 
li = 0, so dass wir setzen können 

^ li = 0, 

der Faktor q ist so zu bestimmen, dass die |a der Bedingungs- 
gleichung 

genügen. Man findet leicht mit Hülfe der Formeln (91), (94), (95) 

und daher mit Benützung von (101) 

g = h. .2E. (128) 

Es ist also in der That q von dem speziellen Index 1 unabhängig. 
Wir wollen nun die normale Richtung Wa dieser Ebene be- 
rechnen. Nach (111) erhält man leicht 

-A'2Ed,w, = dl^Da2 + d?3 A3 + cPu A4 

= — Dao , wenn a = 2, 3, 4 

= 2 A^ — 2)i , wenn a = 1. 

Führt man nun nach (100) für die Ao ^^^ Koordinaten des Mittel- 
punkts der umschriebenen Kugel ein, so ergiebt sich 

2c 

Wa = —^ — » wenn a = 2, 3, 4, 

X, — r^ 



'1 



Si 



Wi = — r-p — - , wenn a = 1. 

Daraus geht aber hervor, dass diese Normalrichtung mit der Rich- 
tung von Ä^ nach dem Mittelpunkt der umschriebenen Kugel über- 
einstimmt. Es sind demnach ^« = die Ebenen, welche die 
dem Fundamentaltetraeder umschriebene Kugel in den 
Ecken desselben berühren. 
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66. Endlich haben wir noch die Bedeutung der Gleichungen 
zu untersuchen 

E (ti) = und TF(| 1 1) = 0, (129) 

welche aus den Bedingungsgleichungen für Richtungs- und Ebenen- 
koordinaten dadurch entspringen, dass man das konstante Glied 
durch Null ersetzt. Nach Art. 38 stellt die erste Gleichung solche 
Richtungen dar, die auf sich selbst normal stehen. Da dies nur 
für die Punkte des absoluten Kugelkreises zutrifft, so ist die erste 
Gleichung die Punktgleichung dieses Kreises. Aehnlich schliessen 
wir, dass die zweite Gleichung die Enveloppengleichung desselben 
Kreises ist. 



g4 I^ie Metrik in projektivischen Koordinaten. 



III. 

Strahlenkoordinaten. 

A. Strahlen des endlichen Raumes. 

67. Die Determinanten zweiten Grades, welche man aus den 
Koordinaten zweier Punkte oder zweier Ebenen bilden kann, fasst 
man bekanntlich als Koordinaten des Verbindungsstrahls jener Punkte 
oder der Schnittlinie dieser Ebenen auf (Grassmann 1844, Cayley 
1859, Plücker 1865 und 1868). Nimmt man für dieselbe Gerade 
zwei andere Punkte oder zwei andere Ebenen an, so werden die 
Verhältnisse dieser Determinanten nicht geändert. Hier handelt 
es sich vor allem darum, die absoluten VP'erte dieser Determi- 
nanten in passender Weise zu fixieren. Wir beginnen mit den 
St'rahlenkoordinaten erster Art, die sich aus den Koordinaten 
zweier Punkte des Strahles ergeben. 

68. Die genauen Koordinaten der beiden Punkte X und F, 
welche den Strahl bestimmen, seien x^ und y^; die Richtung von 
X nach F nennen wir die positive Richtung des Strahls. Die 
Strahlenkoordinaten bilden wir aus der Matrix 

Pii y2i 2/3» 2/4 

als 

Wie bei der Berechnung der Koordinaten der positiven Richtung 

von x^ nach y^ als te^a = , " lassen wir den zweiten Punkt 

^n erste Stelle treten. Der Strahl, welcher mit dem ersten geo- 
metrisch zusammenfallt, aber entgegengesetzte Richtung besitzt, 
hat die Koordinaten — ^^6 *). Von den zwölf Determinanten wählt 



*) Wie wir aus den Werten ^q^ die positive Richtung des Strahles 
-ermitteln können, ersehen wir aus Art. 74. 
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man jgewöhnlich sechs, z. B. 

f f t t t t 

i^23» i^31> 1^12 Vuy Vu Pu 

als die eigentlichen Koordinaten des Strahles aus. Da aber darunter 
die Symmetrie der Formeln leidet, so lassen wir im folgenden alle 
zwölf Pai, gleichmässig zu, erinnern uns aber stets daran, dass 
zufolge 

Paf> +PL^ 

der Grad ihrer Mannigfaltigkeit nur sechs beträgt. 

Nimmt man nun statt X und Y auf derselben Geraden zwei 
andere Punkte X* und Z* an, so werden sich deren wahre Koordi- 
naten nach (60) darstellen lassen in der Form 



X 



__ Xg -^y 



Xa — f^ya 



1 — X ' 2/a 1 _ ^ 



sodass die neuen Strahlenkoordinaten die Werte haben 



*' 



Pah 



1 






^6 — ^;/6' ^'h — ^y\> 



Paf>' 



Damit ist nicht nur die Berechtigung jener Determinanten als 
Strahlenkoordinaten nachgewiesen, sondern auch die Möglichkeit 
gegeben, die absoluten Werte der pai zu bestimmen. 

Sind nämlich d und d* die Distanzen des ersten und zweiten 
X r X* Y* Punktepaares und zudem YX* = ??, so 

o o o o ^ 

hat man nach der Bedeutung des Teil- 



d n 
Verhältnisses 



d' 



A = 



d + n 



n 



^ 



d-^n-\-d' 



also 



^ d_ - d 

n ^ ^ n-\- d* 



und daher 



1 



1 



(\ — X)(\—(i) fi — l i — l 



d^ 
d' 



Es ist somit 



Pab 



P*ai 



d-- d^^ (13Ö) 

d. h. die Pat, sind nicht abhängig von der Lage der beiden Punkte 

5 
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auf der Geraden, sondern nur von ihrer gegenseitigen Entfernung. 
Es wird sich daher empfehlen, als wahre Koordinaten eines Strahles 
die Werte /ab» dividiert durch die Distanz der beiden den Strahl 
definierenden Punkte, einzuführen, oder also die definierenden 
Punkte in der Distanz „Eins" anzunehmen. Diese wahren oder 
genauen Koordinaten bezeichnen wir mit Pab* sodass 

^ Pab 

Nach Festsetzung des absoluten Wertes der pab werden die- 
selben einer nicht homogenen Gleichung gentigen. Zu der Her- 
leitung dieser Gleichung werden wir erst später übergehen können. 

69. Die Koordinaten zweiter Art eines durch zwei Ebenen 
von den genauen Koordinaten ^^ und rja^ bestimmten Strahles bilden 
wir aus der Matrix 



als 



Vi^ V'2y %» ^A 

fei > fc2 » §3 » 34 



Kb = Va^b Vb Sa. 

Dabei geben wir dem Strahle noch einen bestimmten Richtungs- 
sinn. Drehen wir die erste Ebene 5a um einen hohlen Winkel, 
bis sie mit der zweiten Ebene i/a vollständig (Art. 51) zusammen- 
fällt, so ist dadurch eine positive Drehung um den Strahl Jt^^ 
definiert. Denken wir uns nun einen Beobachter so in dem Strahle 
liegend, dass derselbe diese Drehung als von links nach rechts 
gehend beurteilt, so nennen wir die Richtung von Fuss zu Kopf 
die positive Richtung. Vertauschen wir die beiden Ebenen, so 
ändert sich jener Drehungssinn, damit auch die Richtung des Strahls, 
während sämtliche Koordinaten ihre Zeichen wechseln. Es ist daher 
gerechtfertigt, wenn wir dem ersten Strahl die Koordinaten «l^, 
dem zweiten die Koordinaten — Tc^i, geben. 

Führen wir zwei andere Ebenen desselben Büschels als den 
Strahl bestimmende Ebenen ein, so können wir deren genaue Ko- 
ordinaten in der Form darstellen (Art. 49) 

t* Ig — ^^g * Ig — ^^g 
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Diese ergeben die Stralilenkoordinaten 






VT 



7C 



ab' 




2X cos qp+il^*Vl — 2fi cos (p -{- fi^ 

Sind nun q) und g)* die Winkel des ersten 
und zweiten Ebenenpaares und v der Winkel 
der Ebenen r]a und |*, so hat man der Be- 
deutung des Teilverhältnisses gemäss 

sin (cp + v) 



A = 



f* 



sin V 

sin (qp + V + cp*) 



= sin (p • cotg V + cos (p 



sin (v + 9*) 



= sin g) • cotg (v + <p*) + cos 9, 



und daher wird der bei n^f, stehende Faktor gleich 



sm (p* 
sin fp 



Da nun 



n 



a6v 



7t 



a6 



(131) 

sm (p^ sin qp ^ ^ 

ist, so sind die Koordinaten 7c[f, nur von dem Winkel des de- 
finierenden Ebenenpaares abhängig, nicht aber von der Lage 
dieser Ebenen im Ebenenbüschel. Es sind daher die Determinanten 
Tt'af,, dividiert durch den Sinus des Winkels des definierenden Ebenen- 
paares als genaue. Koordinaten des Strahles aufzufassen oder, 
mit andern Worten, die den Strahl bestimmenden Ebenen normal 
zu wählen. Wir schreiben für die wahren Strahlenkoordinaten 
zweiter Art 



jt 



n 



ah 



af) 



sm q> 



Auch diese Koordinaten werden einer nicht homogenen 
Gleichung mit Gliedern von nur gerader Dimension genügen. 



70. Die Strahlenkoordinaten genügen bekanntlich der iden- 
tischen Relation 

P2S Pu +^31 JP24 +P12 Pm = 
oder (132) 

^23 ^U + ^31 ^24 + ^12 ^34 = Ö, 

welche die sechsfache Mannigfaltigkeit auf eine fünffache reduziert, 
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entsprechend den vierfach unendlich vielen Strahlen des Raumes. 
Man beachte, dass man diese Gleichungen infolge der Beziehungen 

Pab + Pia = 0, «ab + %a = 

in mannigfach anderer Art schreiben kann, dass aber, wenn diese 
Produkte additiv verbunden die Summe Null ergeben sollen, die 
Anzahl der Inversionen in den vier Indices bei allen drei Gliedern 
entweder gerade oder bei allen drei Gliedern ungerade sein muss. 

71. Beziehen sich die Strahlenkoordinaten p^^ und jr^t erster 
und zweiter Art auf denselben Strahl, so ergiebt sich leicht (vgl. 
z. B. Fiedler, Darst. Geom. III. Teil. § 25) 

P2S • Psi \Pl2 • Pl4 • P24 • Psi ^^ ^H • ^24 • ^34 • ^23 ' ^31 • ^12* 

Diese Proportion können wir durch die Gleichung 

^af> == '^ ' Pct> (133) 

ersetzen, wobei abcb eine gerade*) Permutation von 12 34 dar- 
stellt. Dabei hat der Proportionalitätsfaktor t für jeden 
Strahl einen bestimmten Wert und zwar ist er eine lineare Grösse, 
da nach Definition die Xaf> reine Zahlen, die p^b dagegen Von der 
Dimension — 1 sind. 

Der Wert von t wird später berechnet. Ist dieser Wert 
einmal bekannt, so werden die Strahlenkoordinaten der einen Art 
überflüssig. Es empfiehlt sich indessen, beide Arten beizubehalten, 
da bald die einen, bald die andern mit Vorteil verwendet werden 
können. 

72. Wir haben noch an das folgende Bekannte zu erinnern. 

Liegt der Punkt Za auf der Geraden XY oder Pah, so ver- 
schwinden die vier Determinanten dritten Grades, die sich aus 
dem rechteckigen System 

^1 ^2 ^3 ^4 

2/i 2/2 2/3 2/4 

«Uf <^0 M^o *^4 

bilden lassen. Wir erhalten demnach 



^) Mit gerader Inversionsanzahl. 
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h JP43 • + z^ Pu + ^4 Psi = 

^1 PS2 + 2?2 PlS + ^8 JP2I • = 0, 

Gleichungen, welche die Incidenz des Punktes Za mit der 
Geraden p^i, ausdrücken. 

Multipliziert man die drei letzten Gleichungen mit j?2i» Psa 
p^i und addiert sie, so erhält man identisch null. Es ist somit 
jede der drei Gleichungen eine Folge der beiden andern. Da man 
dies offenbar von je drei Gleichungen des Systems (134) aussagen 
kann, so sind unter diesen vier Gleichungen im allgemeinen *) nur 
zwei unabhängig, was mit dem geometrischen Sachverhalt im Ein- 
klang steht. 

Infolge der Gleichung (133) können wir die letzten Gleichungea 
auch schreiben 



(135) 



• 


^12 ~2 + ^19 «2^3 + ^14 2^4 ^ 


^21 ^1 


+ ^23 2^3 + ^24 2^4—0 


^31 Z^ 


+ ^32 ^2 * + ^34 ^4 


^41 ^1 


+ ^42 ^H "+"* ^43 ^3 . — 0. 



In gleicher Weise erhalten wir für die Incidenz eines 
Strahles 71^^ oder Pat mit einer Ebene g^ <li^ Gleichungen 

S2 %4 + ^3 ^42 + ?4 ^23 = 

Sl ^43 • + S3 ^14 + ^4 ^31 = 

Sl ^24 + ?^2 ^41 • -I- ^4 ^12 = 

?X %2 + S2 ^13 + S3 ^21 • =0 

oder 



(136) 







• 


l'l2 


b2 l'lS bs 


+ Pu ii - 













i'aiSi 


• 


+ P2S ?S 


+ P2i S4 — 







(137) 






i'si ?1 


+ P32 


S2 


+ PS4 ti — 











P41S, 


+ Ptö 


^2 + Pia U 




0, 






von welchen 


Gleichungen 


wieder im 


allgemeinen 


nur 


je 


zwei un- 


abhängig 


sind. 















*) Ist z. B. ps4 = 0, 80 sind schon die beiden ersten Gleichungen von 
(134) nicht unabhängig. 
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73. Es sei nun z,, nicht auf dem Strahle p^b gelegön. Setzen wir 

P' ^2 = Za Pas ' + ^3 Pl4 + 2:4 1^31 QggX 

P' Sa = 'S"! P24 4- 2:2 J)4i • + ^4 P12 

P' ^4 = Z, J?32 + 2^2 Pi9 + ^s ;>21 * » ' 

SO können wir q so bestimmt denken, dass die ia der Bedingungs- 
gleichung der Ebenenkoordinaten genügen. Es kann nämlich q' 
nicht verschwinden, da sonst Za mit dem Strahle p^b incident wäre. 
Multipliziert man die Gleichungen (138) mit z^, z^^ %, e^ und 
addiert sie, so erhält man 

9' (Sl Zy^ + S2 2'2 + ?3 eg + £4 2j = — 9' (2^1 5l + ^2 ^2 + 2J3 S3 + ^4 ^4)» 

welche Gleichung, weil p' =|= ist, nur statthaben kann, wenn 

^1 Sl + ^2 £2 + 2-3 ^3 + 2^4 ^4 = 

ist. Es geht daher die Ebene g^ durch den Punkt z^. Multipliziert 
man aber die Gleichungen (l38) mit 

0, ;?i2, Vi%y Pu 
oder mit 

P21 > ^ ) P23, j P24 
und addiert sie, so erhält man die Gleichungen 

• P12 ?2 -^ Pn Sa + Pu ?4 = 

JP21?1 • + Z?23 Ss ■+- 2^24 £4 = 0, 

d. h. die beiden ersten Gleichungen von (137), welche ausdrücken, 
dass die Ebene i^ durch den Strahl j^a^ geht. Es stellen somit die 
durch (138) definierten Grössen t« die Verbindungsebene des 
Punktes z^ mit der Geraden p^t, dar. Diese Formeln können 
mit Änderung des Proportionalitätsfaktors auch geschrieben werden 

P £1 = • ^12 Z2 -f ^19 Zq + 3^14 2^4 

9^2 — ^21 Zi • + 3r23 Z^ + n^24 ^4 

Q is = ^31 2^1 + 31^32 ^2 • + 3^34 0^ 

9 ti = ^41 2'i + 3^42 ^2 + :n:43 2:3 
In gleicher Weise zeigt man, dass die Gleichungen 

Z^ = • ?2 ^34 + £3 ^42 + £4 ^23 

^ Z2 — ii ^43 • + £3 ^14 + £4 %i 

ö 2'3 = £, ITTyi + £2 ^41 • + £4 ^12 

ö' ^4 = £1 %2 + £2 ^13 + £3 ^21 



(139) 



(140) 
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oder 

Ö 2:2. = P21 5l • -(- i?23 £3 + P24 S4 /J4j\ 

Ö ^3 = P3I Sl +PS2 £2 • + i?34 S4 

Ö 04 = P41 gl + P42 ^2 + P43 ^3 • » 

wenn die Ebene ia nicht durch den Strahl n^i, oder ^«6 geht, in 
den Za die Koordinaten des Schnittpunktes jener Ebene mit 
diesem Strahle darstellen. 

Die Faktoren q,q,ö\ö werden wir später bestimmen. 

74. Wir können die letzten Formeln, da sie projektivischer 
Natur sind, auch auf die unendlich ferne Ebene anwenden und 
erhalten in 



(142) 



• 


^2 ^34 + ^^3 ^42 + ^4 ^23 


«>1 ^43 


+ O3 ^14 + ^4 ^Bl 


Ol jr24 


+ «2 ^41 • + «4 ^12 


OJi 7t^2 


+ ^2 ^13 + ^^3 ^21 


• 


i>12 <»2 + Pl3 «8 + i^l4 Ö4 


P2i^l 


H P23 «8 + P24 Ö4 


P3I «1 


+ 1^32 «2 • + i^34 0^4 



und 



(143) 

-r- i/34 »"4 

i>41 ß^l + i>42 «»2 -^ i?43 «3 

Ausdrücke, welche den Richtungskoordinaten des Strahles 
proportional sind. Durch die folgenden Betrachtungen erhalten 
wir auch den zugehörigeö Proportionalitätsfaktor. 

Der Punkt P oder x^ bilde mit den Dreiecken fi, f^, fs, /i 
Tetraeder, deren sechsfachen Volumen Fi, Fg» ^3> ^4 seien. Dabei 
entstehe das Tetraeder V^ dadurch aus dem Tetraeder Ai J.2 ils A4, 
dass an Stelle der a^^^ Ecke der Punkt P trete. Es hat dann 
das Tetraeder V^ mit d^ das gleiche Vorzeichen, wenn P mit dem 
Einheitspunkt auf der gleichen Seite der Fläche A« liegt. Man hat 
daher auch dem Vorzeichen nach 

'a • ^a ^^ Pa • ^a ^^ «^a > 

also 

F, = Ö„a;,. (144) 

In ähnlicher VP'eise bestimme der Punkt Q oder y^ die Tetraeder, 

deren sechsfache Volumen TFj , TFg , TFg , TF4 seien, so dass auch hier 
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ist. Wir bezeichnen ferner mit 

das sechsfache Volumen des Tetraeders, welches von den Punkten 
P, Q, Äa, Äf, gebildet wird. Man hat dann auch mit Eücksicht auf 
das Vorzeichen 

V,-W,= ö, (x, - y,) = F3, + V,, + F23. 

Setzt man nämlich voraus, dass die Punkte P und Q mit E auf 
einer Seite der Ebene A^ liegen, dass die Gerade PQ diese Ebene 

innerhalb des Dreiecks A^ A^ A^ 
schneide und dass P von dieser Ebene 
weiter entfernt sei als Q, so wird 
Fl > W^i , a?i > 2/i und werden die 
Volumen F34, F42, F23 positiv, da ein 
Beobachter, der so in der Geraden 
PQ liegt, dass die Richtung PQ mit 
der Richtung von Fuss zu Kopf über- 
einstimmt, sich von links nach rechts 
wenden muss, wenn er mit dem Blicke 
den Kantenzug A^ A^ A^ A^ verfolgen will. In diesem Falle ist die 
Richtigkeit der obigen Formel evident. Vertauschen aber P und Q 
ihre Lagen, so vertauschen sich auch gleichzeitig F, und TF^, x^ 
und ?/i , während die Grössen Fa^ ihre Zeichen wechseln ; die obige 
Formel gilt also auch in diesem Falle. Wenn sich der Punkt Q 
auf der Geraden PQ so bewegt, dass er endlich die Ebene Ai 
überschreitet, so ändem W^ und 2/1 gleichzeitig ihre Zeichen, ohne 
dass dabei die Richtigkeit der Formel geändert würde. Ändert 
sich endlich die Lage der Geraden PQ derart, dass ihr Spurpunkt 
Si etwa die Kante A2 A^ überschreitet, so wird in der obigen 
Formel | F23 1 zu subtrahieren sein ; gleichzeitig wird aber auch F23 
nach unsem Vereinbarungen negativ, so dass doch die obige Formel 
erhalten bleibt. 

Wir erhalten so die unter allen Umständen richtigen Gleichungen 

F, - TF, = 8, {x, -y^)= ■ V,, + V,,+ V^ 




F, - TF3 = 8, {x, - y,) = F, 



43 



F3 - TF3 = 8, (X, 



ys) = y^i 4- V^^ 



F, - TF, = 8, ix, - y,) = V,, + F,, 



+ T^u + y.i 

■ +F, 

+ ■^^21 



(145) 
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und zur Kontrolle 

A - A = öl (a?i - 2/1) + Ö3 (x^ - 2/J + dg {xc^ - 2/3) + d^ (0:4 - yj = 0, 
da ja 

' Va, + 7,, = 0. 



Es ist nun weiter nach (59) 



F12 = A ©1 ©2 Ö3 0^4 



= - A »3 cj^ jp;^ 



2 

OD, 





1 













X, 



JUa t*/Q fJUi 



Vi 2/2 ^3 2/4 



und allgemeiner 



(146) 



(147) 



— Kö =^A o, cjb2>cb, 
wo a 6 c b eine gerade Permütation von 12 3 4 ist. Setzt man 
diese Werte in (145) ein und ersetzt noch x^ — ya durch — u\y 
so erhält man die Formeln 

W; = p^i CJ, . + 2>23 «»3 ■+- ^^24 «4 

^3 = i^il «1 + ^32 0^2 • + Pm ^i 

U\ = p^^ OJi -h- ^^2 «2 + PIs <»3 • • 

Der Herleitung dieser Formeln gemäss beziehen sich die Pab auf 
die gleiche Distanz d des definierenden Punktepaares wie die 
Grössen u^, Teilen wir demnach die obigen Formeln durch d oder 
nehmen die Punkte x^ und t/« in der Distanz Eins an, so gehen 
die jplö in die genauen p^ß und gleichzeitig die t/1 in die wahren 
Richtungskoordinaten w^ des betreffenden Strahles über. Es ist daher 

11^ = • P12 G>2 + i?13 «3 + i^l4 G)4 

«2 = P2I ^i ' + i?23 ^S + i>24 0^4 

«'3 = PSI ^l + P32 «»2 • + i>34 ^4 

lli = i?4i CJi + p^^^ (»2 + P43 <»3 • • 

Demnach ändern sich die Werte i/^ nicht, wenn man von 
einem Strahle zu einem parallelen Strahle übergeht. Auch die u^ 
der Formeln (147) ändern sich bei einem solchen Übergange nicht, 
wenn man nur dafür Sorge trägt, dass die Distanz des den Strahl 
bestimmenden Punktepaares sich nicht ändert. 



(148) 
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Auch die Werte u« der Gleichungen 



Vi = 

v; = 



^l ^43 • + ^S ^14 

' I ' 

©1 31^24 ~T" 0^2 ^41 

'^'l %2 + ^2 ^13 + ^3 ^21 



©4 :nJ23 

0^4 ^31 

Ö4 JTjg 



(149) 



ändern sich nicht, wenn man von einem Strahle Tt^f, zu einem pa- 
rallelen ;r*i. übergeht und der Winkel der definierenden Ebenen bei 
n'af, und Ttl'f, derselbe ist. Nehmen wir nämlich statt der Ebenen |a 
und ^fl die denselben parallelen Ebenen 

^*a == ^a ^^aj 

Vl = Va — ^f^a, 

SO bilden diese Ebenen den gleichen Winkel und bestimmen den 
parallelen Strahl äJ^ von derselben positiven Richtung. Bezeichnet 
man für denselben die den v'a entsprechenden Grössen mit vl\ so 
ist z. B. 

Vi = Cl>2 %4 "T- W3 7t^2 ~r* ^4 ^23 



(D 



2 

* 



»2 

»Ja 

^2 



C3j 



«3 

I3 



»4 

1: 
I4 



V 



1 » 



w. z. b. w. Nehmen wir speziell die definierenden Ebenen normal, 
so gehen die jr^^ in die wahren Koordinaten des Strahles über und 
die Grössen v^ der Gleichungen 



v, = 



Vjj = (»1 %^^ 



V, 



cjj jr24 



(150) 



V4 = G)^ STgg 



^2 ^34 + ^S ^42 + ^4 ^23 
+ ^S ^14 -^ <»4 ^31 

£»2 JT^i • + £»4 :ri2 

+ (»2 ^13 + ^3 ^21 

ändern sich beim Übergang zu einem parallelen Strahl auch nicht 
um einen gemeinsamen Multiplikator. 

Diese Bemerkung ist insofern von Wichtigkeit, als infolge 
derselben die Gleichung 

übergeht in 
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V« = r • 11^ (151) 

und die Aufgabe der Bestimmung von r auf die der Bestimmung 
des Verhältnisses der Werte v^ und iia zurückgeführt wird. 

Sind die Koordinaten Pa\, eines Strahls gegeben, so können 
wir nach (148) die Koordinaten der positiven Richtung berechnen 
und damit nach Art. 52 diese positive Richtung selbst angeben. 

75. Wir können die Koordinaten p^b eines Strahles auch aus 
einem Punkte x^ und der Richtung u^ bestimmen. Bilden wir 
nämlich aus der Matrix 

die zweigliedrigen Determinanten, so erhalten wir wieder die Pai,- 
Es ist z. B. nach (148) und (134) 

Wi ^2 - ^2 ^1 = (Pl2 ^2 + PlB ^S + Pu ^i)^2- (P2I ß>l +i>23 ^ä + P2A ^4.)^\ 

= JP12 (Oj Xi + Oj X^) + JP12 «ä ^3 + JP12 «4 '^4 

= i>i2 » 

d. h. ein im Endlichen gelegener Punkt eines Strahls und seine 
Richtung liefern genau die gleichen Strahlenkoordinaten/ wie zwei 
Punkte in der Entfernung „Eins". Man kann daher auch die durch 

Pab = Wa X^ — Hf, Xa (152) 

definierten Grössen als die wahren Koordinaten erster Art eines 
Strahles auffassen. 

Der im Endlichen gelegene Punkt kann natürlich auf die so 
definierten Strahlenkoordinaten keinen Einfluss ausüben. In der 
That ändert die Substitution ofa + r • Ua für x^ den Ausdruck nicht. 

76. Wir können nun zur Ableitung der Bedingungs- 
gleichungen der Strahlenkoordinaten beider Arten über- 
gehen. Für die erste Art hatten wir gefunden 

Ua = P'at (»I -H Pa2 «2 + Pa3 ^3 + Pa4 «»4 J (l^^) 

wobei sich die w« auf die gleiche Distanz d beziehen wie die jpl^. 

Es ist daher 

~ d^ = E (u) (154) 

oder 

-d'^Idl,ü>^<o,{p:,a>, + p:, CO, + . .) ip',, a>, + pl, a>,.+ . ■). (155) 
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Diese Gleichung hat die folgende Bedeutung. Nehmen wir irgend 
sechs Zahlen jj^b, welche der Gleichung 

jP23 Pu + P^l 1^24 + PX2 JP34 = 

genügen, so können wir dieselben als die Proportionalkoordinaten 
eines Strahles auffassen. Dann liefert (155) die Distanz d des 
Punktepaares, aus dessen Koordinaten wir die jplö entstanden 
denken können. 

Nehmen wir statt der ]p[^ die wahren Koordinaten p^h » so 
wird d = 1 und die Gleichungen (154) und (155) werden 

~-l=ß(w) (156) 

und 

Dies ist die gesuchte Bedingungsgleichung, der die genauen 
Strahlenkoordinaten erster Art genügen. Wir schreiben sie in 
Zukunft in der einfachen Form 

— l = E {li). 

Die Frage nach der Bedeutung der Gleichung 

= ^ (m) 

ist sofort erledigt. Da, wenn wir E{u) als Funktion der w^ be- 
trachten, diese Gleichung den absoluten Kugelki-eis darstellt, so 
wird diese Gleichung, E[xt) als Funktion der p^A betrachtet, den 
Komplex zweiten Grades darstellen, der aus den Sekanten dieses 
Kegelschnittes besteht; d. h. den Komplex der sogenannten „Mini- 
malgeraden". Die Gleichung E(u) = ^ drückt aus, dass jede Strecke 
auf einer solchen Minimalgeraden die „Länge" Null hat. 

77. Um nun die Bedingungsgleichung der Strahlen- 
koordinaten zweiter Art zu erhalten, müssen wir den Sinus 
des Winkels 9 zweier Ebenen !„ und ly^ durch die Koordinaten ^^b 
des Schnittstrahls der beiden Ebenen ausdrücken. Wir gehen zu 
diesem Zwecke aus von den Formeln 

(1)'=TF(|||), ({)^=>F(,h) 

(— ) cos 9 = W{^\ri) 
und bilden den Ausdruck 

■ (j-\\m\=W{^\^)-W{ri\r))-W^{i\ri) = 8. (158) 



Strahlenkoordinaten. 77 

In der folgenden Rechnung soll mit 

2 2 

OL h 

angedeutet werden, dass über q und b unabhängig von einander 
von 1 bis 4 summiert werden soll, dagegen mit 

6a 
ob 

dass über die Kombinationen 

Cib=^ 23, 31, 12, 14, 24, 34, 

32, 13, 21, 41, 42, 43, 
und endlich mit 

2, 

ab 

dass nur über die Kombinationen 

ab = 23, 31, 12, 14, 24, 34 
summiert werden soll. Es ist dann 

a p "a"*» b q ^b^({ 

- 2 2ftJ^i^- 2 2ilv„l 



(\ 



'o"q b p ^^^^ 



"V "^ V 'S' ^ftP ^6q — Dag B by fc ^ fc ^ 

— ^ ^ ^ ^ SÄ, XX fea Vb ^P nv 

Da nun der Koeffizient 

Dap iyb<\ — Daq Dbp 



den Wert Null hat, wenn a =^h oder p = q ist, so können wir 
diese Fälle bei der Summation übergehen und demgemäss schreiben 

S^22 ^'' ^x\~x ^r ^ -^ ga rib % Vr 

Vertauscht man a mit b, so ändert der Koeffizient (159) sein Vor- 
zeichen. Es lassen sich daher die Glieder mit ^aVb und ^,ija in 
ein Glied mit dem Faktor 

LVb — ibVa= — ^'ab 

zusammenziehen. Da man dieselbe Bemerkung in Bezug auf p 

und q machen kann, so erhält man schliesslich 

f t 

O = ^ ^ {Dap Aq J^ac^ Dbp) X X^X X' 
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Nach einem bekannten Satze (vgl. z. B. Baltzer, Determinanten. 
4. Aufl. § 7. 2) ist nun 

1 1 



16 



Ap A, 

Df,p Dfyq 



= 8A 



2 



1 
1 









//2 



oder 



A, A. - A, A, = i A^ (€l% + dl - d% ~ dl,\ 

wobei c b und r § diejenigen Zahlen sind, für welche 

a b c b 
p q r § 

gerade Permutationen von 12 3 4 werden. Setzen wir dies ein, 
so ergiebt sich 



Ä = iA2^^(d?, + d?^~^,~rfL) 



ab pq 



^a^b^»,^q 



oder 



^^- S' = i ^ ^ (rf?8 + d?r — rf?r — rfw) Oc «b <»r «« <b ^^^iq. 
ab t)q 



Um diesen Ausdruck noch weiter umformen zu können, müssen 
wir ihn einmal vollständig anschreiben 






24 



+ d|4 — d\^ (Ol ©2 wl ä;3 or'gi 4- (df^ + df^ 

+ d?4 ~" ^34) ^\ «»3 «»4 ^23 ^42 + (^12 + ^14 
+ (df^ + df 4 — dig) O2 O3 «»4 3^31 <2 + (^23 + ^i 
+ (d?2 + ^24 - ^14) ^1 »2 <»4 %1 ^^3 + Ä + dl 

+ (dfg + d|4 — df4) «1 a)| 0)4 ^'12 3r24 + (dfg + d 

+ (dfg + dfg — dfg) oji o| 03 3ri4 j;r4g + (d?2 + d 

+ (dfg + d|4 — df2 — d|4) (»1 cog <»3 

4- (df2 + d|4 — dfg — df4) oj, 02 Wg 

+ (df4 + dfg — dfg - d|4) G3i (»2 Wg 



34 
2 

23 

2 

13 



^34 «1 «4 <2 

df2 wf c}| ä;i 

— dig) Wj GJg G5| jTgg ^r'ia 

— d|4) c»? CO2 W4 jr'gg 3r'g4 

— dy «1 cjg 04 jr^i 3r'i4 

- d|4) O2 W3 OJ4 ^12 ^41 

— dy Wi »2 O3 ^14 ^42 
~~ ^23) ^1 ^2 ^3 =^24 ^43 

(»4 Ä2g jri4 

(O^ ^31 ^24 

04 sr^g 31^34. 



Aus dieser Darstellung ersehen wir, dass z. B. der Koeffizient von 
dfg gleich 
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»3 W5 (<»2 ^8 ^Ü ^" '^I ^13 ^'12 + ^2 ^^'4 ^31 ^14 + ^3 ^4 ^12 ^41 

= — Og 093 V2 V3 

ist, wo vi die in (149j definierten Werte sind. Allgemein ist der 
Koeffizient von dlf, 

— ©a Ob Va ^6 , 

so dass der obige Ausdruck gerade gleich 

- E (v) 
ist. Die Gleichung (158) lautet somit 

V^ (f )' sinV = - E(v). (160) 

Die vorstehende Gleichung hat folgende Bedeutung. Nimmt 
man sechs Zahlen jr^^, welche der Gleichung 

^23 ^14 ~t~ ^31 ^24 ~n ^12 ^34 — ^ 

genügen, so können wir annehmen, sie seien den genauen Koor- 
dinaten n^f, eines Strahles proportional. Dann liefert die Gleichung 
(160) den Winkel (p, unter dem wir die Ebenen ^^ und fj^ anzu- 
nehmen haben, damit ihre Koordinaten gerade die Determinanten 
7i[f, liefern. Sind daher die Tt'^t die genauen Koordinaten jr^j,* so 
wird q) = 90^ und gleichzeitig gehen die r« in die v^ der Gleichungen 
(150) über. Die Bedingungsgleichung der Strahlenkoordi- 
naten zweiter Art lautet somit 

\7^{±y^-E(v). (161) 

78. Nach Aufstellung der beiden Bedingungsgleichungen für 
die Strahlenkoordinaten beider Arten können wir nun den Pro- 
portionalitätsfaktor t berechnen, mit dem man die p^r, zu 
multiplizieren hat, damit sie in die entsprechenden «cb übergehen. 
Es folgt nämlich aus 

^ Pah = ^Tcb 

nach den Gleichungen (148) und (150) 

r ya = Va 
und daraus mit Hülfe von (161) und (156) 

V'^ {yY = — E(r'ii) = — x^E{u) = + x\ 
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Es ist daher 



'-^^■(i) 



Dabei ist noch zu entscheiden, ob das positive oder negative Zeiclien 
zu nehmen ist. Da bei stetiger Aenderung der Lage des Strahls 
der konstante Faktor r nicht plötzlich sein Zeichen wechseln kann, 
so genügt ein Beispiel, um diese Frage zu entscheiden. Wir wählen 
dazu den Strahl Ä^ A^, 

Als Verbindungslinie der Punkte A^ und A^ hat A^ A^ die 
Koordinate 

während alle andern Koordinaten p^fy den Wert Null haben. Wenn 
wir diesen Strahl als Schnittlinie der Ebenen A3 und A4 auffassen, 
so hat er mit dem erstgenannten die gleiche positive Richtung, 
und es ist 

_. ^ hh 

34 f3f,8in(84) ' 

während alle andern Koordinaten p^f, den Wert Null haben. Da 
nun j[?i2 nnd ^4 das gleiche Zeichen haben, muss r positiv sein. 
Wir schliessen daraus allgemein: 

Fassen wir einen Strahl sowol als Verbindungslinie 
zweier Punkte als auch als Schnittlinie zweier Ebenen 
auf, so ist der Faktor r positiv oder negativ, je nachdem 
die beiden Auffassungen gleichen oder entgegengesetzten 
Richtungssinn des Strahles eingeben. 

Durch die Gleichung 

r = V.(A)^ (162) 

ist r durch bekannte Grössen ausgedrückt. Da V ein Volumen ist, 
so ist in der That r eine lineare GrössCj wie es der Charakter 
der Grössen p^^ und jt^^ verlangt. 

Zufolge des eingeführten Wertes t können wir nun die Be- 
dingungsgleichung der Strahlenkoordinaten n^f, in der einfachem 
Form schreiben 

-r^ = E(v). (163) 

Die Gleichung 

E{v) = 
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stellt natürlich den gleichen Komplex zweiten Grades dar, wie die 
Gleichung 

79. Wir können nun auch die in Art. 73 zurückgestellten 
Aufgaben der Bestimmung der Faktoren q und ö erledigen. 

Für die Verbindungsebene g^ eines Punktes Zf^ mit einem 
Strahle n^f, hatten wir in (139) 

Da nun 



e 



a 




^^1 ist, wobei p und 3 die Abstände des Punktes 
Za von den normalen Ebenen |a und iy« bedeuten, 
so ist nach der ßedingungsgleichung für Ebenen- 
koordinäten 

Der. letzte Ausdruck ist Null, da die beiden Ebenen £« und ly« 
normal aufeinander stehen ; die beiden ersten Summanden ergeben 

je ( — ) • Es ist daher 

oder 

p = ±f-r, (164) 

wenn r der Abstand des Punktes z^ von dem Strahle n^b ist. Da- 
mit ist die Berechnung des Proportionalitätsfaktors q zurückgeführt 
auf die Berechnung des Abstandes r eines Punktes von einer 
Geraden. 

Zu derselben Formel gelangen wir auch, wenn wir die Ko- 
ordinaten der Verbindungsebene von Za mit Paf, nach Art. 64 be- 
rechnen. Nach demselben ist 

6 
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T>A7C 




t 



_ 4 V 






wo die gl die ünterdeterminanten der letzten 
Zeile von 



T -..X 



:^_ 



Vi 



^1 



Vi 



X^ 



x^ 
Vi 



sind und 5 die doppelte Fläche des Dreiecks 
^0 7 ^a » ^0 ist. Da nun 



51 == • 2'2 j)34 + Z^ i)42 

Ss = ^\ P24: + ^2 Pai 

b4 = ^1 1^32 + ^2 jPi3 + ^3 JP2I 



^4 jP23 
^4 1^31 
^4i?12 



ferner 



so ist 



(4 \2 
— ) V • i?ab = Ji^cb , (a 6 c b = +) 



r • ga = ^al ^1 + ^02 2^2 + ^a3 ^3 + ^a4 ^4 > 



(165) 



Übereinstimmend mit dem ersten Resultat. Sind die Vorzeichen 
der Sa nach dieser Formel bestimmt, so ist nach Herleitung die 
positive Seite der Verbindungsebene diejenige, von der aus der 
Strahl mit seiner positiven Richtung im Sinne der Uhrzeiger um 
den Punkt z^ dreht. 

Da die g« der Bedingungsgleichung für Ebenenkoordinaten 
genügen müssen, erhalten wir zur Berechnung von r die Formel 

r^ = — {^y 2 ^ (sr«! z^ + jr,2 z^ + --) {n^^ z^ + n^ z^ + • •). (166) 

80. Falls der Punkt z^ im Unendlichen liegt, haben wir die 
Aufgabe, einen Strahl ti^^ mit einer Richtung ?«« zu verbinden. 
Für die Verbindungsebene S^ hat man jedenfalls 

9" 5a = ^ai Wl + ^«2 W2 + 3r„3 Xi^ -\- %^^ U^ \ (167) 

denn erstens ist 

Q ("i 5i + W2 52 + '^h 53 + W4 £4) = 0, 
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also, weil q" =|= ist, 

d. b. die Ebene ta ist der Ricbtung u^ parallel und zweitens folgen 
aus (167) leicbt die Gleichungen 

= • Sa ^34 + £3 ^42 + S4 ^23 ? 

= t^n^Q ' + gg jri4 + g^ jnfgi , 

welcbe nacb Artikel 72 die Incidenz der Ebene ta und des Strahles 
n^f, ausdrücken. Zur Bestimmung von q' benützen wir die Gleichung 

Da nach (116) 

Q' ia = Wi (Va Si — ^1 L) + «<2 (^« Sä — V2 L) -f- • • 

= Va (Wl 5l + «2 I2 + • •) — Sa (Wl ^1 + ^h ^2 + ' 

= — yrja sin (i/ , S) - S« sin (u , ?y) j , 

so ergiebt diese Gleichung 

9"2 = Tf [ly« sin (?«, J) - I« sin (w, iy) J iy« sin {u, g) - |« sin (u, rj)] 

= sin2(«,g)^(^|^) + sin'(w,i7)TF(5|S)-2sin(if,|)sin0e,7/)}r(g|i?). 
Da nun der letzte Summand, infolge der Normalität von |a und rja 

(4 \ 2 
— 1 er- 
geben, so ist 

q'' = (^)' (8in^(t/, I) + sin^ (w, fj)). (168) 

Bildet ein Strahl mit zwei normalen Ebenen die Neigungswinkel 
a und ß und mit der Schnittlinie derselben den Winkel y, so ist 

sin^a + sin^^ = sin^ y. 

Wendet man diese Formel auf (168) an, so ergiebt sich 

q" = — sin q), (169) 

wenn (p der Winkel der Richtung Mo mit dem Strahle ^ah ist, 
welcher sich nach (65) berechnen lässt. 

Sind die Koordinatenvorzeichen der Verbindungsebene in der 
angedeuteten Weise fixiert, so bestimmt man die positive Seite 
derselben, wie man sich leicht an einem Beispiel überzeugen kann, 
folgendermassen. Die positive Richtung des Strahles jr^^ kann durch • 
Drehung um einen hohlen Winkel in die positive Richtung von Ua 
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gebracht werden ; diejenige Seite der Ebene Ka , von der aus diese 
Drehung im positiven Sinne erfolgt, ist die positive Seite dieser 
Ebene. 

81. Weiter haben wir in Artikel 73 durch die Formel 

Ö Za'= Pal il + Pa2 ^2 + PaZ ^3 + Ph ^4 

die Koordinaten z^ des Punktes bestimmt, in welchem der Strahl 
Pa6 die Ebene Sa schneidet. Um ö zu berechnen, multipliziert man 
diese Formel mit (»a und summiert über a. Man erhält nach (148) 

Ö = — (Sl t^l + ^2 ««2 + £3 ^3 + £4 ^4) 



— ■- sm (p, 

*0 



(170) 



wenn cp der nach Art. 59 bestimmte Neigungswinkel des Strahles 
Paf, gögen die Ebene ta ist. 

Bei einem simultanen Zeichenwechsel der g« oder jp^b und Ua 
geht nach Art. 59 der Winkel q) in — q) über. Es sind daher die 
Za vollständig bestimmte Grössen, wie es der Charakter des Punktes 
als einseitiges Gebilde erfordert (vergl. Art. 51). 

82. Anschliessend an die letzten Betrachtungen können wir 
nun auch die genauen Koordinaten x^ des Schnittpunktes dreier 
Ebenen |a > Vaj £0 berechnen. Bezeichnen nämlich x^ die Subdeter- 
minanten der letzten Zeile von 

bl fe2 fe3 fe4 

Vi % % V4 

Sl fe2 £3 »4 



SO ist 



Ö-^a = ^'a, 



und es ist so zu bestimmen, dass 

Ol Xi +(0^X2 + 0)3 Xq + (0^X^=1 

wird. Man erhält 

= C3^ x[-\- O2 X2 + Og Xq -f «4 a?4 

Sl S2 fe3 ^4 

^1 ^2 % V4 

fei b2 fea fc4 

a?i Og O3 0)4 
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Um die geometrische Bedeutung dieser Determinante zu unter- 
suchen, bezeichnen wir den Winkel der Ebenen 1« und tj^ mit 9. 
Diese Ebenen schneiden sich in einer Geraden, deren Koordinaten 
Ttai seien, deren unendlich ferner Punkt die Koordinaten Va = rUa 
habe und welche gegen die Ebene g« unter dem Winkel Tp geneigt 
sei. Es ist dann 

3r«6 • sin q) =r]a^f> ~ VbLy 

tU^ = Vi = • »2 ^34 + 0^3 ^42 + ^4 ^23 

rU2 = V2 = Ol Jnf43 • + OJg »14 + ©^ JTgi 

r ^^3 = |;3 = aJjL 3r24 -f - «2 ^U • + «»4 ^12 

X li^ = V^= öi%2 + ^2 ^13 + '»3 ^21 • > 

4 



/; r( 


Si «^1 +^2^2 + Sa 


M3 + S4 


M4) 


— ' 5i Vi + &a ^9 + Sa V 


3 + 5* «4 




bl §2 «3 


^4 




1 


Vi Vi % 

Sl fe2 fs 


^4 

^4 




sin (f 






<^1 ^2 ^3 



•»4 






sm 9 




ö — 


4 

• t Sin g) sm 


t/» 





Es ist somit 



(171) 

wobei S (5, iy, g) für die durch die Ebenen 1«, rj^, g« gebildete Ecke 
eine ähnliche Bedeutung hat, wie der schon erwähnte Staudt'sche 
Sinus einer Ecke (vgl. z. B. Baltzer, Elem. d. Math. VI, § 5, 11 u. 12). 
Damit ist die geometrische Bedeutung von angegeben. 

Betreff des Vorzeichens von S (^, rj, S) ist aber noch folgendes 
zu bemerken. Bestimmt man die positiven Richtungen der Schnitt- 
linien {fj, g), (g, g) und (I, iy) des Cyklus der drei Ebenen §ai Vaj L 
nach Artikel 69, so kann man sich leicht von der Richtigkeit des 
Satzes überzeugen: Geht die positive Richtung des einen der drei 
Strahlen auf die positive (negative) Seite der dritten Ebene, so 
geschieht dies auch bei den beiden andern Strahlen. Vertauscht 
man im Cyklus zwei Ebenen, oder vertauscht man die beiden 
Seiten einer Ebene, so geht die eine Lagenbeziehung in die andere 
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Über. Die Ecke der drei positiven Richtungen ist im ersten Falle 
linkswendig, im zweiten Falle rechtswendig. — Die vorstehende 
Entwicklung zeigt, dass im ersten Falle S (|, iy, 5) das positive, im 
zweiten Falle das negative Zeichen erhält. Es ist dann auch 
rücksichtlich des Vorzeichens 

ö= _±r.Ä(?,iy,g). 

83. Die Formeln (148) gestatten uns auch, den Winkel q) 
zweier Strahlen Paj> und plf, (oder den Winkel eines Strahles und 
einer Richtung) zu berechnen. Dehn nach (65) ist 

— 2 cos 9 = j& (w I w*), 

wenn 

Ua = Pal «1 + Pa2 »Ä + jP«3 «»3 + Pa^ ^4 » 
Ul = Pli «1 +JPI2 ^2 + P*aS C>3 + Pu 04- 

Daipit können wir auch mittelbar den kürzesten Abstand k 
zweier Windschiefen angeben, da das Produkt aus k und sin q> 
oder das Moment der Windschiefen leicht berechnet werden kann. 
Definieren nämlich die beiden Punkte x^, y^ von der Distanz Eins 
den ersten Strahl und ebenso die beiden Punkte xl und yl den 
zweiten Strahl, so ist die Determinante 



a;, 


X2 


Xq 


», 


Vi 


Vi 


Va 


y* 


x\ 


•Z?2 


Xq 


< 


y\ 


y\ 


yl 


y\ 



einerseits gleich 

JP23PH +i?3li'24 +i?12K4 +JP14K3 +JP24P31 +1^34^2 » 

anderseits gleich 

F _ P M (p, p*) 

V" V 
so dass 

M {p, /) = V (/)23 i^u H h i^u i?23 + • •). (172) 

Das Moment wird positiv, wenn das obige Volumen positiv wird, 
d. h. wenn die positive Richtung des einen Strahls im Sinne der 
ührzeigerbewegung um die positive Richtung des andern Strahles 
dreht. 
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Darnach stimmen die Koordinaten Paf, bis auf konstante Fak- 
toren mit den Momenten überein, die von dem Strahle mit den 
Tetraederkanten gebildet werden. Bezeichnet man nämlich diese 

Momente mit m^j , so ist, da für die Kante ^^g^g (vergl. auch 146) 

_ _ 1 

ist und alle andern Koordinaten den Wert Null haben, 

und 

Pu = - -^^^^ m,, . (174) 

Man könnte daher statt der Pab die niaf, als Koordinaten eines 
Strahles einführen, besonders da die letztern Werte eine geome- 
trische Bedeutung besitzen, die von der Lage des Einheitspunktes 
unabhängig ist und eine Koordinate sich jeweilen nur auf eine 
Kante bezieht. Ist dann 

m^ das Moment der Kanten AzÄ^, A^Ä^ 

*^2 J» » n n AqAu •^2-^4 

^3 » » n n Ai A^ ? -0-3 A^ , 

SO dass 

A = dzs ^14 ^^1 = ^31 ^24 ^2 = ^12 ^34 ^^3 (175) 

ist, so ist 

jP23 — " ^ ^14 1 jPi4 — ^ ^*23 » 

l>23Pl4— y,^^ » 

und die identische Gleichung 

P2B Pu + 1?31 P24 + P12 i>34 = 

geht über in 

^23 ^14 , ^31 ^4 I ^12 ^3 4 __ Q (176) 

TWi ma W3 * ^ "^ 

Für die Richtungskoordinaten eines Strahles erhält man 

A ©1 Wj = • ^34 m34 + ^42 ^42 + <^23 ^23 

— A (»2 % == ^43 ^43 • + ^14 ^14 H- ^31 ^^3^ .j^^. 

— A (»3 W3 = ^24 »^24 + d^i ^41 • + di2 »W12 

— A CO4 2*4 = ^32 ^32 + dis ^13 + ^21 -^^21 

und die nicht homogene Bedingungsgleichung lautet 

-A^=^ cZJt ((icb «Web + rfbb W^b + die W26c) (^bc Wbc + dca m,^ + dab *>^ab). (178) 
ab 
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B. Steiiungskoordinaten. 

84. Die bis jetzt abgeleiteten Resultate über Strahlenkoordi- 
naten erster und zweiter Art gelten ihrer Herleitung gemäss nur 
für solche Strahlen, welche im Endlichen gelegen sind. Nur für 
solche Strahlen lassen sich die Grössen Ua und Va des Artikels 74 
berechnen und nur für solche gelten die Bedingungsgleichungen 
(157) und (161). 

Es kann nun aber auch ein Strahl ganz im Unendlichen 
liegen und damit eine Stellung definieren. Dies bedingt hin- 
sichtlich der projektivischen Konstruktionen keinen Unterschied, 
macht aber eine abweichende Behandlung notwendig, sobald me- 
trische Fragen in Betracht kommen. 

Ein solcher Strahl kann angesehen werden als Verbindungs- 
linie zweier unendlich fernen Punkte oder als Schnittlinie zweier 
parallelen Ebenen. Es werden sich demnach auch hier wieder 
zwei Arten von Strahlenkoordinaten einstellen, von denen man 
vermutet, dass die einen durch Multiplikation mit einem konstanten 
Faktor in die andern übergehen. 

85. Es seien zwei unendlich ferne Punkte bestimmt durch 
die genauen Richtungskoordinaten u^ und Va und (p der Winkel 
dieser Richtungen. Wir werden nun die Determinanten 

Qah = Va lif, — Vf, IIa (i79) 

einer genauem Betrachtung unterwerfen. Sind w* und vi zwei Rich- 
tungen in dem Büschel der Richtungen u^ und Va, so ist nach 
Artikel 60 

Q U*a= Ua — IVa 
O vi = Ita — il Va , 
WO 

Q = V 1 — 2 X cos 9 + i« 

ö = V 1 — 2 /u cos <p + jtt« 

und A und (i die bezüglichen Teilverhältnisse sind. Weiter findet 
man 
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Wie bei Artikel 69 zeigt man nun, dass 

X — fi sin qp* 

Q a sin qp 

ist, wenn (p* der Winkel der Richtungen w* und vi ist, so dass 

-^ = J^. (180) 

sm (p sm (p ■ ^ "^ 

Es wird sich daher empfehlen, diese Quotienten als die wahren 
EoördinateuL eines unendlich fernen Strahles anzusehen, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, die definierenden Richtungen normal 
zu wählen. Wir bezeichnen diese Quotienten mit qah und nennen 
sie die genauen Stellungskoordinaten erster Art. 

Auch eine Stellung ist ein zweiseitiges Gebilde (vgl. Art. 51). 
Denken wir ims eine Ebene jdieser Stellung, so nennen wir die- 
jenige Seite die positive, von welcher aus die Drehung der posi- 
tiven ' Richtung von Ua in die positive Richtung von v« mit der 
Uhrzeigerbewegung übereinstimmend erscheint. Dieser Stellung 
geben wir die eben definierten Koordinaten ^^b ; derjenigen Stellung 
aber, welche mit der erstem, zusammenfallt, bei welcher aber die 
beiden Seiten vertauscht erscheinen, geben wir die Koordinaten 

86. Eliminiert man aus den Gleichungen 

(Oj Ml +0)2^2 + CD-i li^ -\- G)^ u^ = 
Ol V^ + »2 ^2 + <»3 ^8 + ^4 ^4 = 

coi oder ©2 oder Og oder o^, so erhält man die Gleichungen 

312 ^2 + 2l3 0>8 + 3l4 «4 = 

«21 »1 • +^«23 »3 + «24 0)4 = ,jg^. 

«31 ß^l + «32 ^2 ' + «34 Ö4 = 

«41 <»1 + «42 O2 + «43 Ö3 • — 0» 

denen die genauen Koordinaten einer Stellung und ihre Verhält- 
nisse genügen müssen. Multiplizieren wir diese Gleichungen, der 
Reihe nach mit co, , Og, Og, O4, so ergiebt ihre Summe identisch 
Null. Multipliziert man aber die erste mit ^23? die zweite mit q^^, 
die dritte mit g,2, so ergiebt ihre Summe 

«23 «14 + «31 «24 + «12 «34 = 0. (182) 

Nimmt man diese Gleichung stets als erfüllt an, so sind von den 
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Gleichungen (181) im allgemeinen nur zwei unabhängig. Ist aber 
eine der Koordinaten qat, gleich Null, so sind schon jene beiden 
Gleichungen, welche diese Koordinate enthalten, nicht von einander 
unabhängig. 

87. Die Gleichungen (181) drücken eine Beziehung aus zwi- 
schen der unendlich fernen Ebene o^ und der Stellung g^b« Wir 
setzen nun an Stelle der unendlich fernen Ebene eine im Endlichen 
gelegene Ebene ta und untersuchen die Bedeutung der Gleichungen 

«12 ^2 + «13 ^3 + 3l4 ^4 = 

(Z2I tl • + «23 ?3 H- «24 ^4 = ,jgg. 

«31 il + »32 ^2 • + «34 ^4 = 

«41 5l 4- «42 ^2 + 043 Ss, • = 0, 

von denen wieder im allgemeinen nur zwei unabhängig sind. Setzt 
man für einen Augenblick 

5i Wi + ^2 ^h + S3 «3 + ^4 «4 = U 

Sl Vi + £[2 V2 + U ^8 + ^4^4 = "^» 

SO kann man die Gleichungen (183) in der Form schreiben 

v^ ü—u^ F = 

V2 U — U2 V = Q 

v^U— 11^ V= 

v^U — M4 V = 0. 
Diese Gleichungen können, da die Richtungen w« und v^ nicht zu- 
sammenfallen, nur bestehen, wenn 

Cr=0, 7=0, 

d. h. wenn die Richtungen n^ und v^ der Ebene g^ angehören und 
also die Ebene g« die Stellung g^b hat. Es drücken somit die 
Gleichungen (183) die Incidenz der Ebene g^ und der Stel- 
lung ^«6 aus und demnach die Gleichungen (181), dass der Strahl 
q^b unendlich fern ist. 

88. Hat nun die beliebige Ebene t« nicht die Stellung q^^, 
so verschwinden die Ausdrücke in den Gleichungen (183) nicht 
und man kann setzen 

9^^i=^ ' «12 S2 + «13 ^3 + «14 ?4 

QW^ = «21 5l • + «23 Ss + «24 ^4 /jg^N 

QW^= «31 ii + «32 U • + «34 S4 

9 l«^4 = «41 ii + «42 S2 + «43 ?3 
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Es sind dann die Wa die Koordinaten einer Richtung; denn aus 
den obigen Gleichungen folgt leicht, da q =|= ist, 

Ol Wi + ög ^^2 + ^3 ^^8 + «4 m;^ = 0. 
Die Grösse q denken wir uns dabei so bestimmt, dass die Wa der 
Gleichung 

- 1 = J5; (w} 

genügen. 

Multipliziert man die Gleichungen (184) mit gi, Sa» Ss» Si» so 
ergiebt ihre Summe 

w;i ti + M^2 ?2 + ^3 ts + m;^ ?4 = 0, 
welche Gleichung aussagt, dass die Richtung Wa der Ebene t^ an- 
gehört. Weiter ergeben sich aus diesen Gleichungen 

«^2 «34 + Wq q^2 + ^4 «23 = 
^1 043 • 4- Wq Qu + W^4 «31 = ,jggv 

^1 «24 + ^'2 «41 • -i- w;^ gi2 = 

^1 «32 + ^2 013 + W'-g 321 • = 0. 

Da diese Gleichungen aussagen, dass die Determinanten dritten 
Grades des rechteckigen Systems 

Vi 

den Wert Null haben, so drücken sie die Incidenz der Rich- 
tung Wa mit der Stellung q^h aus. Es bestimmen demnach die 
Gleichungen (184) diejenige Richtung m;„, welche der Stellung 
ga6 und der Ebene g« gemein ist. 

89. In den Gleichungen (184), die wir in die Gleichung 

9 ^^« = «al ?i + ««2 £2 + 3«3 ^3 + ««4 U (186) 

zusammenfassen können, ist noch der Faktor q so zu bestimmen, 
dass die iVa der Gleichung 

- 1 = ^ {w) 
genügen. Da. nun 

9 tV^ = gl {V^ Uy — Vi Ua) + ^2 («^a W2 — V^ tl^) -+- • • 

= Va (5i Wl + ?2 «^2 + • — ^a (tl «^1 + ^2 ^2 + * ') 

= — \va sin (i(, g) — zt„ sin (v, g)J 



w, 


!<'2 


Wa 


Vf 


Vj 


^3 


Itl 


Ma 


Mg 
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ist, so erhält man 

^ ^2 ^I^y = E[v sin (w, i) -u sin (v, g)] 

= sin2(t^, g) 'E(v) + sin^v, g) • E (u) 

— sin (w, g) sin (v, g) • J5J (t* | v) 

Da die beiden Richtungen u^ und v^ normal sind, so ist der letzte 
Summand gleich null ; da ferner E (u) = E {v) = — 1 ist, so er- 

giebt sich 

Es sei nun s die Schnittlinie einer 
Ebene von der Stellung q^A niit der 
Ebene t^ und q> der Winkel dieser 
u \ Ebenen. Es ist dann, weil die Richtun- 
gen Wa und Va normal stehen. 




ferner 



sin^(M, s) 4- sin^(v, s) = 1 ; 

sin [u, 5) sin (v, J) 

smg) = V ' »' — 



sin (w, s) sin (t;, s) ' 

SO dass 

sin^ie, g) + sin^(?;, £) = sin^g) [sin^(Mj s) + sin^(i;, s)] == sinV 
ist. Wir dürfen demnach 

9=fsin<)P (187) 

setzen, wo also q) der Winkel zwischen der Stellung g^^ und der 
Ebene t,^ ist. 

Mittels eines Beispiels erkennt man, dass, wenn q positiv ist, 
die positive Richtung von w^ (nach Art. 69) diejenige ist, für 
welche die Drehung einer Ebene von der Stellung ^^6 in die Ebene i^ 
bis zur vollständigen Deckung (Art. 51) im positiven Sinne erfolgt. 



90. Die genauen Koordinaten einer Stellung müssen einer 
nicht homogenen Gleichung genügen. Wir könnten zu derselben 
gelangen, indem wir den Sinus des Winkels (p der beiden Rich- 
tungen 2(a und Va berechneten. Aus den Gleichungen 

— 2 = E{u\u), —2=-E{v\v) 
— 2 cos g) = JE (w I v) 
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erhalten wir 

4 sin V == -E' (h I ti) E (v\v) — E\u \ v) 

= 1* ^ {d% dl^ — dl^ dl^) a)„ cd^ co^ o^ q^^, q^^ 

and hätten nun mit dem Ausdruck auf der rechten Seite dieser 
Gleichung die ähnlichen Umformungen vorzunehmen, die wir früher 
mit dem Ausdruck 

W(^\^)'W(f]\fi)-W''{^\fi) 
vorgenommen haben. Wir verzichten auf diese sehr weitläufige 
und umständliche Rechnung. 

Weit einfacher gelangen wir folgendermassen zum Ziele. Von 
einem beliebigen Punkte Za aus ziehen wir die Strahlen von den' 
Richtungen w« und Va und nehmen auf denselben in den Entfer- 
nungen a und h zwei Punkte Xa und y« an. Es ist dann 

Die Koordinaten 1« d^r Verbindungsebene der drei Punkte be- 
rechnen wir nach Art. 64 und erhalten z. B. für ^^ 

^1 ^ 7^ "S?^ (^a Q.M + ^B 0.42 + ^4 «23)- 
Setzt man daher 

Qi' = • + ^2 «34 + ^3 «I2 + 2:4 g^g 
«2 ' = 2^1 «'43 • + ^B Qu + 2:4 qi 

Ös' = ^1 0.24 -+- ^2 Qn • + ^4 «'12 

Q4' = ^1 Qb2 + ^2 ^13 + ^3 ^21 • » 

so ist allgemein 



(188) 



L = - -^— q. ■ (189) 

" fo sin qp ^" \ / 

Damit ist diejenige Ebene bestimmt, welche durch den Punkt ^j^ 
geht und die Stellung giß besitzt. Nach Art. 64 geht die positive 
Seite der Ebene 1« auf die positive Seite der Stellung ^^6. 

Die berechneten Werte §a genügen der Gleichung 

und es ist daher 

sinV = V^ W(q \q). (190) 

Diese Gleichung hat folgende Bedeutung. Nimmt man sechs 
Grössen ^„6 so an, dass sie den Gleichungen 
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9l2 «»2 + 3l8 «»8 + 3l4 «»4 = 
021 ß^l • + «23 «8 + 024 »4 = .^g^. 

«81 ß^l + 032 «2 • + «34 «»4 = 

«41 «1 + «42 «2 ~l- 043 «8 * =0 

gentigen, so giebt die Gleichung (190) den Winkel der Richtungen 
an, aus deren genauen Koordinaten wir die q^i entstanden denken 
können. Setzen wir aber (p = 90^, also sin 9? = 1, so gehen die 
g'aö in die genauen gab über. Die zugehörigen g« schreiben wir 
dann ebenfalls ohne Accente, so dass 

3l = • ^2 234 + ^8 «42 + ^4 ^23 

02 = ^1 343 ' + ^3 3l4 + ^4 031 /J92) 

«3 = ^1 «24 + ^2 «41 • + ^4 2l2 

04 == -^1 ^32 + 2^2 9^13 + H «21 

ist. Die Gleichung (190) ergiebt dann 

1 = V2.Tf(g|g), (193) 

eine Gleichung, welche die Bedingung angiebt, der die genauen 
Stellungskoordinaten g^t genügen müssen. 



91. Auffallend in diesen Gleichungen ist das Auftreten der 
Koordinaten eines willkürlichen Punktes s«. Diese Koordinaten 
dürfen auf die Funktion W nach Bedeutung der betreffenden Glei- 
chung keinen Einfluss ausüben. In der That nehmen wir statt 
des Punktes z^, den Punkt 2:*, so wird die Ebene |a parallel ver- 
schoben nach der Ebene J*, eine Verschiebung, welche, wie wir 
wissen, auf die Funktion W (^ 1 1) keinen Einfluss ausübt. 

Diese Parallelverschiebung können wir analytisch nachweisen. 
Definiert man entsprechend 

«r = • A Q.U + 4 Q^2 + < «23 

g.2 = ^l Qis ' + 4 Qu + 4 q^i 

«3' = 4 «24 + 4 2I1 • + 4 «I2 

«r = 4 «32 + 4 «13 + 4 «21 • > 



SO ist auch 



und daher 



-.4 V 



r = — ^ Q 

^"^ fo sing? ^" 



*/ 
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s: = i ^ [ä« + («:' - «^)] 



la+^ 



CQ Bin cp 

und es ist nur noch zu zeigen, dass die Differenzen ql' — g«, ent- 
sprechend der Formel (85), den Werten co^ proportional sind. In 
der That ist z. B. 

äi' —Qi = (4 — ^2) «34 + (^3 — ^s) Q^2 + (zl — z^) q^s 

1 



1 






'2 

.* 



'3 
'3 



'4 



V. 



^8 



^4 
Ha 



U^ M3 1V4 

Subtrahieren wir nun von der ersten Spalte das G)2'{8i.che der 
zweiten, das coj -fache der dritten und das 0)4 -fache der vierten 
Spalte, so werden die Elemente der ersten Spalte 



«1 z^y 



ß>i Zi, 



fi>i ^1 



«1 Ui 



und es ist daher 



«1 



2i = <»i 



V 



z, 
z 

^2 



-^3 

zl 



z. 
z 



4 
* 
4 



?/'i 



2* 



2 



w 



3 



t«. 



Damit ist aber das Behauptete bewiesen. 



(194) 



92. Die eingeführten Stellungskoordinaten q^f, genügen also 
den linearen homogenen Gleichungen 

3l2 «2 + «13 «3 + «14 «4=0 
«21 »1 • + «23 «'s + «24 <»4 = 

«31 «1 + «32 <»2 • + «34 «4 = 

«41 »1 + «42 «2 -+- «43 «»3 • = 0, 

welche nur drei unabhängigen Gleichungen äquivalent sind und 
welche noch die Gleichung involvieren 

«34 «12 + «24 «31 + «14 «23 = 0, (195) 

sowie der quadratischen, nicht homogenen Gleichung 

l = V^.Tf(«a|«a), (196) 

welche den willkürlichen Punkt Za enthält. 
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Es liegt nun die Vermutung nahe, dass die Gleichung (196) 
zufolge der Variabilität des Punktes z^ die Gleichungen (194) um- 
fassen mochte. Um dies zu untersuchen, gehen wir folgender- 
massen vor. — Es seien gab zwölf Zahlen, von denen man nur 
weiss, dass q^h + 3ba = ist und die daher eine sechsfache Man- 
nigfaltigkeit bilden. Setzt man 

9^1 == • 2l2 »2 + «13 ß^s + «u <»4» 

92 = (Z2lß>l • + «23 <»S + «24 Ö4 » 

93 = «31 ^X + «32 <»2 • + «34 <»4» 
9>4 = «41 «1 + «42 «2 + «43 ^Z ' ^ 

SO ist 

«1 9?i + »2 9^2 + ^% 9^3 + <»4 9>4 = 0. 

Es besitzen daher die g>a nur eine dreifache Mannigfaltigkeit ; dem- 
entsprechend müssen bei gegebenen 9« drei der ^as willkürlich 
bleiben. Man überzeugt sich leicht, dass bei gegebenen g)^ immer 
drei der q^^, welche keinen Index gemein haben, beliebig ange- 
nommen werden dürfen. 

Bildet man weiter die linearen Verbindungen 

«1 = ' ^2 «34 + ^3 «42 + ^4 «23 » 

«S* = 2', ^43 • + Z^ ^14 + Z^ 331 , 

«3 = ^X «24 + ^2 «41 • + «^4 «12 » 

«4 = ^1 «32 + ^2 «13 + ^i «21 • > 

wobei die z^, die Koordinaten eines beliebigen Punktes sind, so ist 

^1 «1 + ^2 «2 + ^3 «3 + ^4 «4 = 0, 
und die g« stellen ebenfalls eine dreifache Mannigfaltigkeit dar. 
Setzt man 

«34 = *2> «42 = *8» «23 = ^4» 

so sind die t^« keiner Beschränkung unterworfen und es sind dann 
die g« lineare Funktionen nicht nur der 2?«, sondern auch der g)« 
und der t^« und zwar findet sich 

«1 = t^2 ^2 + *3 2?3 + ^4 ^4 » 

«1 «2 = — *2 H- 9>3 ^4 — 9>4 % + «2 «1 » 

<»1 «3 = — *3 + 9>4 2^2 — 9>2 K + <»3 «1» 

«1 «4 = — ^4 + 9>2 2^3 — 9^8 ^2 + »4 «l • 

Wir unterwerfen nun die q^ der Gleichung 

1 = V2. Tf(3|g), (196) 
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und haben zu zeigen, dass diese Gleichung bei variabeln 0« nur 
bestehen kann, wenn die sämtlichen q)^ den Wert Null haben. . 
Setzen wir zunächst 

Zg == — it'g 4- g>3 ^4 — 94 ^3 » . 

^3 = — *3 + 9>4 ^2 — 9>2 ^4 ' ^1=0, 
X4 = — tf'i + g>2 ^3 — 9^3 ^3 » 

so kann man die vier Gleichungen x für die g^ zusammenziehen in 

(Ol q^ = Xa + 03, q^ 

und die Gleichung (196) ergiebt 

' 2 

= WiX\X)-]-2q^'W(G)\X)-{-ql' W(o\g)) 
= WiX\X) 
nach (83) und (84). Setzt man weiter 

Y2 = 9^3 ^4 — 9^4 % » 

^3 = 9^4 ^2 — 92 ^4 » 
F^ == g)2 Z^ — 9>3 ^2 » 

SO ist 

Z„= I^-if^„, (a = 2,3,4) 
und daher 

= TF(Fj F) — 2 ir(F|i/;)+ Tf (t/;|!/;). 

Hierin ist der erste Summand eine homogene Funktion zweiten 
Grades der Z2, z^^ z^, der zweite eine homogene Funktion ersten 
Grades derselben Grössen, während der dritte Summand die z^ 
nicht mehr enthält, Soll daher die Gleichung (196) für alle Werte 
der 02 > ^3» ^4 bestehen, so zerfallt diese Gleichung in 

W(Y\ F)= 0, 

IF(F|i/;) = 0, ■ (196a) 

Wir betrachten zunächst die erste dieser Gleichungen und 
erhalten, indem wir die Koeffizienten der Glieder von zl und 
2ZaZb gleich Null setzen, die Gleichungen 

^33 9I + C44 93—2 (734 9)3 qp^ = 0, 

Cu 9l + C22 9! - 2 C,2 94 92 = 0, (197) 

^22 93 + C33 (pl — 2 C23 g?2 9a = 0, 

7 
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— C22 9?3 9>4 — C'34g>i + C23qp2 9>4 + C2^q>2q>3 = 0» 

- Css 9>4 9^2 — C^42 9?! + ^^34 (f^ (f^ + C32 9>3 g>4 = 0, (197) 

~ (7449)293 — C'23 9>4 + C'42 9>4 9>3 + ^43949)2 = 0, 

wobei zur Abkürzung 

da df, ~" ^"^ 

geschrieben wurde. Diese Gleichungen werden befriedigt, wenn 
die sämtlichen 9?« = sind. Ferner erkennt man, dass, wenn eine 
der drei Grössen 9)3, 9)3, 9)4 den Wert Null hat, die andern und 
damit auch q)^ den Wert Null haben. Es ist zu zeigen, dass dies 
die einzige Lösung dieser Gleichungen ist. 

Hat keine der vier g)^ den Wert Null, so kann man aus 
(197i) das Verhältnis 9)3 : 9)4 berechnen. Da die Diskriminante 
dieser Gleichung gleich 

^34 — ^33 ^44 =^ "ä2 ä2 (^34 -^33 ^44) 

"3 "4 

oder nach dem in Art. 77 gebrauchten Determinantensatz 

dl öl 

ist, so wird dieses Verhältnis einen komplexen Wert erhalten. 
* Beschränkt man sich auf reelle ^^6, so kann dies nicht eintreten 
und es ist bewiesen, dass die sämtlichen q)^ den Wert Null haben 
müssen. 

Der folgende Beweis ist von der Voraussetzung reeller g^^ 
unabhängig. Die sechs Gleichungen (197) sind linear in den sechs 
Grössen g)|, g)|, g?|, 93 94, 94 9)2» 9^2 9^3- Nach einigen umständ- 
lichen Umformungen erhält man für die Determinante derselben 
den Wert 

d| 6t öt ' 
Da derselbe nicht null sein kann, muss cpa = 0, g?3 — 0, q)^ -= 
sein. Es haben somit unter allen Umständen die Grössen q^ den 
Wert Null, d. h. die Gleichung (196) involviert die Gleich- 
ungen (194) und damit auch die Gleichung (195). 

Sind nun alle tpa = 0, so sind auch alle Y^ = 0, und die 
beiden ersten Gleichungen von (196 a) werden identisch erfüllt. 
Die letzte Gleichung (196 a) unterwirft die ^21 ^3» ^4 einer Be- 
dingung, womit die dreifache Mannigfaltigkeit der q^f, auf eine 
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zweifache reduziert wird, entsprechend den zweifach unendlich 
vielen Stellungen des Raumes. 

93. Die Willkürlichkeit des Punktes z^ können wir dazu be- 
nützen, um spezielle ßedingungsgleichungen der g„6 abzuleiten. 
Man kann z. B. den Punkt z^ mit dem Einheitspunkt zusammen- 
fallen lassen, was wir durch Ueberstreichen der betreffenden Grössen 
andeuten wollen. Es ist also in diesem Falle 

^h = • 234 -r- 042 + «23 

Ö'2 = ^43 • +3u+331 QggN 

g^ = «24 + «41 • + «12 

«4 = «32 -t- «13 -4- «21 

und 

1 = V2 T7(g|g). (199) 

Unsymmetrische Formeln erhalten wir, wenn wir z^ mit einer 
Ecke des Fundamen taltetraeders zusammenfallen lassen. Für 



z, = A, (-^, 0, 0, O) i 



ist 



Ol ^1 = 0, (»1 ^2 == «43» «1 «3 = «24» «1 «4 = «32» 

und daher 

"? = V^{?^ + f + f-2"Lcos (34) 

«2 «3 «4 e,e4 ^200) 

- 2 '^5i1m cos (42) — 2 5f-2?i cos (23)}, 

öder auch 

2 V72 I -*-^22 2 ' -'-'^33 2 1 -^44 '^ 

(»1 — V i -^~ ^34 -; ^Y~ «42 ~1 p~ «23 

A4 ' I>42 ' ^.3 1 ^^^^^ 

+ ^ 17f; ^^2 «23 + 2 -^^ «23 «34 + 2 -^ ^34 q,^ j, 

welche Gleichung mit (196 a^) übereinstimmt. Es genügen somit 
schon je drei der Stellungskoordinaten, deren Indices einen Cyklus 
bilden, einer nicht homogenen, quadratischen Gleichung. 

94. Wir merken noch die folgende Beziehung an. Aus den 
beiden ersten Gleichungen (192) folgt 

«l «2 — «2 «1 = «34 («1 ^1 + «2 ^2) 

+ ^3 («2 «42 + «1 «4l) + ^4 (»2 «23 + ß>l «is) 

oder mit Hülfe von (194) 

«1 G)2 — «2 «1 = «34- 
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So findet man allgemein 

Qa Wb — QbC^a^ 2cb , (202) 

wenn a 6 c b eine gerade Permutation von 12 3 4 ist. 

95. Wir wenden uns nun zu den Stellungskoordinaten 
zweiter Art. 

Ein unendlich ferner Strahl ist auch die Schnittlinie zweier 
parallelen Ebenen. Schneidet man die Ebene |a mit der im Ab- 
stände p parallelen Ebene 

so erhält die Schnittlinie die Koordinaten 






fo 



Es sind somit die Grössen Xah der Distanz p des definierenden 
Ebenenpaares proportional. . Dies liefei't uns ein Mittel, den abso- 
luten Wert dieser Strahlenkoordinaten zu fixieren. Es scheint am 

einfachsten zu sein, wenn wir i? = -j- wählen, weil dann der Ko- 
effizient von ta (Of, — ^i, cja wegfällt. Besser ist es indessen, was 
das folgende bestätigen wird, wenn wir p = 1 setzen. , 

Die positive Seite der Stellung x^b soll mit der positiven 
Seite der Ebene ^a übereinstimmen. 

Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn wir zwei zu 1« 
parallele Ebenen zur Berechnung der Xat verwenden. 

Die definierten Werte 

Za. = ^^ = y (L CO, - h C^a) (204) 

nennen wir die genauen Stellungskoordinaten zweiter Art. 
Wenn wir beachten, dass o^, «2, «3, «^ die Koordinaten der un- 
endlich fernen Ebene sind, so haben wir für die genauen Stellungs- 
koordinaten zweiter Art folgende doppelte Definition. Diese Ko- 
ordinaten sind die Determinanten zweiten Grades, die sich aus den 
Koordinaten zweier parallelen Ebenen von der Distanz „Eins" 

bilden lassen oder die mit — multiplizierten Determinanten zwei- 

ten Grades, die sich aus den Koordinaten der unendlich fernen 
Ebene und einer endlichen Ebene bilden lassen. 
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96. Die Koordinaten Xab erfüllen die linearen, homogenen 
Gleichungen 

= • «2 Xm + ß>3 ;Cl2 + ß>4 X2B 

= «1 ^43 • + <»8 Xu H- «»4 3^31 /205) 

0.= «, ^2, 4l 03.2 ^41 • + C)4 ;ifl2 

= «1 ^32 + «2 ^13 + «3 X21 ' 1 

welche den Gleichungen (194) entsprechen. Multipliziert man diese 
der Reihe nach mit cj^, «2, fi>3, OJ^, so ergiebt ihre Summe iden- 
tisch Null. Multipliziert man aber die erste mit Xuj ^i® zweite 
mit X24i ^iö dritte mit Xui so ergiebt sich, da «^ nicht null ist, 

;^23 Xu + X^i X24. -r- ^12 Xm = 0. (206) 

Nimmt man diese Gleichung stets als erfüllt an, so sind von den 
Gleichungen (205) im allgemeinen nur zwei unabhängig. Ist eine 
der Koordinaten Xab gleich Null, so gilt die Bemerkung am Schlüsse 
des Art. 86. 

97. Setzen wir in (205) an Stelle der unendlich fernen Ebene 
eine beliebige im Endlichen gelegene Ebene g«, so sind auch von 
den Gleichungen 

^ "~ * ^2 Xm i £3 ^42 H~" fc4 ^23 

^ "^ bi Z43 * ~H S3 Xu + fe4 3^31 r207'i 

== £1 ^24 + ^2 Xu ' + S4 ^12 

= ?i ^32 + £2 ^13 + £3 ;i:2i 

im allgemeinen nur zwei unabhängig. Diese Gleichungen drücken 
aus, dass die drei Ebenen g« , co^ und £„ durch eine Gerade gehen, 
dass also die Ebene £„ die Stellung Xah besitzt. 

98. Besitzt die Ebene g« nicht die Stellung x<iby so kann man 
setzen 

(iWi= ' £2 ^34 + £3 ;^42 + £4 ^23 

^ '^2 = £1 ;C43 • + ts Xu + £4 Z31 /208) 

<J ^8 = fl 3^24 + ?2 3^41 • + £4 ^12 

ö ^4 = £1 Z32 + S2 :«i3 + ?3 X21 • . 

Dann ist nach (205) 

»1 t6;i + 02 tt?2 + ^3 ^^3 + 0^4 ^4 = 
und es kann c so bestimmt werden, dass die Wa der Gleichung 

-1 = E (iv) 
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genügen. Es stellen somit die w^. eine Richtung dar. Da nun 
sowohl 

ist, als auch nach (206) die Gleichungen stattfinden 

Xl2 ««^2 + ^13 «^^3 + Xu t^4 = 
^21 '^l • + ^23 '^i + 3f24 ^^4 = ^209) 

3^31 ^1 + Z32 ?^'2 • + ^34 «^4 = 

Z4l W^i + ^42 ^2 + 3^43 ^^3 ' = 0, 

welche, wie wir gleich sehen werden, die Incidenz der Richtung 
Wa mit der Stellung x^^ darstellen, so ist die nach (208) berechnete 
Richtung w^ diejenige Richtung, welche der Stellung von g^ und 

der Stellung Xt,^ gemeinsam ist. Der Paktor a ist gleich — r sin g), 

wo qp der Winkel der Ebene ^^ und der Stellung Xo.^ ist. 

99. Wir haben noch die behauptete Bedeutung der Gleichun- 
gen (209) zu beweisen. Es ist nämlich 

lü^ «, + t(;2 (»2 + w^ 073 + w^ «4 ==-- ; 
setzt man noch 

iVi li H- rt?2 h + «^3 I3 -+- w^4 ?4 = W^» 

so folgt durch Elimination von w^ 

4 

• X\2 ^2 + 3^13 ^^'3 + ^14 ^'4 = — - »1 T^' = 0, 

welche Gleichung nur statthaben kann, wenn TT == 0, d. h. die 
Richtung tVa der Ebene §« und damit der Stellung ;i^a6 angehört. 
Damit ist aber das Behauptete bewiesen. 

100. Wir gehen nun dazu über, die nicht homogene Gleichung 
zweiten Grades abzuleiten, welcher die wahren Xab genügen müssen. 
Wir berechnen dazu, wie bei den Koordinaten g^b? die Koordinaten 
der durch den willkürlichem Punkt Za gehende Ebenen, welche die 
Stellung Xat besitzt. Sind Xa diese Koordinaten, so ist 

Xa = L-V ^'•«'- (210) 



fo 



WO r der Abstand des Punktes Za von der Ebene J«» also 

4 



r = ^ (^1 £1 + ^2 ?2 + ^3 ^3 + ^4 ^4) 
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ist. 


Setzt 


man i 


nun 








so 


dass 






«b - 

4 


-1. 

Xah > 


»a. 


so 


folgt aus den 


Gleichungen 









3Ja2 = Sa «2 — fe '»a (^210 

durch Multiplikation mit z^, z^i ^3 ii^id 24 und Addition 

Xal ^l + X^2 ^2 + ^«3 ^3 + Xa4. ^4 = ^a — «»a " " ^' = Xa' 

'"0 

Es ist somit 

Xl — • ^12 ^2 • ^13 -^3 1 Xu ^4 

X2 — Z2I ^1 ' ~r >C23 % "T" %24 ^4 ^212^ 

Xs ^^ %31 ^1 "r Z32 ^2 • "T" ^34 ^4 

Xi — Xu ^1 ~T ^ ^42 ^2 "1" Z43 ^3 

Dies sind die gesuchten Koordinaten der Ebene, welche den Punkt Zg, 
mit dem unendlich fernen Strahle Xab = — Xah verbindet. 



fo 



Die Werte Xa müssen der Bedingungsgleichung der Ebenen- 
koordinaten genügen, d. h. es ist 

ay ^ ^(X\X)- (213) 

Setzen wir noch 

X<t t- Xd 1 

so dass sich die Xa in eben derselben Weise aus den wahren Xah 
zusammensetzen, wie die Xa aus den x^b » so geht die obige Glei- 
chung über in 

©'= ^(X\X)- (214) 

Dies ist die Bedingungsgleichung, der die wahren Strahlen- 
koordinaten der zweiten Art genügen. Infolge der Variabilität 
der Za involviert dieselbe die Gleichung (205). 

101. Wieder tritt in der Bedingungsgleichung ein willkür- 
licher Punkt Za auf, der aber auf die Gleichung keinen wesent- 
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liehen Einfluss ausüben kann. Lassen wir diesen Punkt mit dem 
Einheitspunkt zusammenfallen, was wir wieder durch Überstreichen 
der betreffenden Grössen andeuten wollen, so lautet die Bedingungs- 
gleichung 



oder 



{^Y-w(i\n 



wenn 



und 



Xa — Xttl ""1" X^2 y XaS "1"" Xo4 



Xa ^^ Xal i ^»2 "T^ ^a3 "f" Xa4' 

Lassen wir aber z^ mit einer Tetraederecke zusammenfallen, 
so erhalten wir die einfachste aber unsymmetrische Form der Be- 

.dingungsgleichung. Es ist z. B. für z^ = ( — , 0, 0, OJ 

Z. = 0, Z2 = - 

und die Bedingungsgleichung 

■" ^^ W) "" if ^21 + -^ Xli + ff Xli + 2 --^-^ Xu Xii 



Z21> XS — ^31» X4 — 3^41 



+ ^ Ä^ ^^2 ^*i ^21 + 2 -^ a:2i ;^3i 



(215) 



Es genügen somit schon drei der Koordinaten Xaf>i ^^^ einen Index 
gemein haben, einer quadratischen, nicht homogenen Gleichung. 

102. Die Bedeutung der Gleichungen 

W{q \q) =0 und W (x \ x) = ^ 
ist der Herleitung derselben gemäss unmittelbar klar. Sie stellen 
in der unendlich fernen Ebene den absoluten Kegelschnitt dar und 
zwar umhüllt von seinen Tangenten. 

103. Beziehen sich die Stellungskoordinaten erster Art q^b 
und die Stellungskoordinaten zweiter Art Xat auf denselben Strahl, 
so besteht zwischen diesen Koordinaten Proportionalität. Wir be- 
weisen dies folgendermassen. 
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t 

Es seien n^ und v« zwei normale Richtungen, welche die 
Stellung q^i definieren. Die durch z^ gehende Ebene dieser Stellung 
hat nach (189) die Koordinaten 

WO 

Q2 = ^I (Z43 • + % <?U + ^4 ^31 

^/3 = ^1 ^24 + ^3 «41 ' +'^i «12 

«4 = ^1 «32 + 2^2 «13 + 2:3 ^21 • • 

Wir benutzen nun diese Ebene f« zur Berechnung der Strahlen- 
koordinaten zweiter Art und erhalten 

/4\2 (216) 

"" ("io^ j ^ ^^^ ^^ ~ ^^ ^"^ 

= 'p-«cb (abcb = +) 
nach (202). Wir haben somit das folgende Resultat; Die Stel- 
lungskoordinaten erster Art gehen in die entsprechen- 
den Stellungskoordinaten zweiter Art über durch Multi- 
plikation mit demselben Faktor t, mit dem man auch die 
Strahlenkoordinaten erster Art multiplizieren muss, da- 
mit sie in die entsprechenden Strahlenkoordinaten zw^ei- 
ter Art übergehen. 

104. Nach Einführung ' der Stellungskoordinaten sind nun 
eine Reihe diesbezüglicher Aufgaben zu erledigen. Wir beginnen 
mit der Untersuchung derjenigen Ausdrücke in Strahlenkoordinaten, 
die beim Uebergang zu Stellungskoordinaten ihre metrische Be- 
deutung verlieren. 

Sind gab und g*(, die Koordinaten zweier Stellungen, so hat 
der Ausdruck 

«23 «14 + «31 «24 + «12 «34 + «14 «2*3 + «24 «31 + «34 «12 

stets den Wert Null, denn zwei unendlich ferne Gerade schneiden 
sich stets. Der analytische Nachweis ergiebt sich leicht aus den 
Formeln (181) und den entsprechenden für g*^. 
Der Ausdruck 

i?23 P*14 + i^31 J>24 + 1^12 Pm + Pu Pls + i^24 ^31 + J?34 PU , 
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welcher bei zwei Strahlen des endlichen Raumes bis auf den 
Faktor V das Moment derselben darstellt, verliert seine Bedeutung,, 
wenn der eine Strahl p*^ ins Unendliche rückt und damit in eine 
Stellung qaf, übergeht. Um die Frage nach der neuen Bedeutung 
des entsprechenden Ausdrucks beantworten zu können, gehen wir 
aus von der Formel 



sin (it V tv) = V. 



aji 


a?2 


x.^ 


^i 


ti, 


li2 


"3 


U^ 


^i 


^2 


^3 


^4 


n\ 


W2 


M's 


W^ 



(217) 



des Artikels 39 und nehmen an, dass Xa auf dem Strahl p^i liege 
und 3ass Ua dessen Richtung sei, sowie, dass die als normal vor- 
ausgesetzten Richtungen Va und ir« die Stellung g^b definieren. 
Dann ist, wenn qp der Winkel des Strahles j^t, und der Stellung 

(Iah ist, 

sin {u V tv) = sin q>, 

Pab = lia ^b — ^b Xa Hach (152) 

g.ab = ^^a Vt — Wb r, 

und daher 

sin qp = V (2^23 ^14 + • • + Pu fe + * 0- (218) 

Diese Formel liefert den Winkel (p positiv, wenn die positive 
Richtung des Strahles p^b auf die positive Seite der Stellung q^b 
geht (vergl. Art. 39 und 52). 

Man sieht, dass von den beiden Faktoren, aus denen das 
Moment besteht, der eine, der kürzeste Abstand der Windschiefen, 
dadurch aus der Formel verschwunden ist, dass er Eins geworden 
ist. Hieran knüpft sich die folgende Betrachtung. 

105. Wenn ein Strahl ins Unendliche rückt, so werden seine 
Koordinaten p^i, unendlich gross. Dadurch, dass man diese Werte 
von einem gemeinschaftlichen, unendlich gross werdenden Faktor 
befreit, kann man erreichen, dass die Pab gerade in die Qab über- 
gehen. Die obige Formel zeigt nun, dass man als diesen Faktor 
den Abstand r des Strahles Pab von einem beliebigen im Endlichen 
gelegenen Punkt nehmen darf, so dass 

<U = Jim ^f . (219) 

r = oc ' 
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Zu derselben Auffassung gelangen wir auch, wenn wir von 
der Formel ausgehen (Art. 78) 

welche den Abstand r des Punktes z« von dem Strahle n^ib angiebt. 
Ersetzen wir in derselben den Strahl n^^ durch die Stellung jj^b» 
so wird nach der Bedingungsgleichung (214) der x^,^ die auf der 

rechten Seite stehende Summe gleich — ( — j , sodass r^ == 1 wird. 

Es ist also auch hier 

U = lim ^^ . (220) 

Diese Auffassung der Stellungskoordinaten erklärt uns nicht 
nur, warum gleichzeitig 

^■af> = -P 'Pch und Xab = T^' Qct , 

sondern auch das Auftreten eines willkürlichen Punktes in einer 
Reihe von Formeln, namentlich in den Bedingungsgleichungen der 
Stellungskoordinaten. 

106. Die Formel über das Teilverhältnis lässt sich leicht 
auf Stellungen übertragen. Sind g^b und ql^, zwei Stellungen, so 
zeigen die Gleichungen (181) zunächst, dass die q^f,, berechnet aus 

Q qab = ^ab — ^ • (Zab (221) 

ebenfalls eine Stellung definieren. Dabei ist noch q passend zu 
bestimmen. Berechnet man nun nach den Formeln (192) mit Hülfe 
desselben Punktes z^ die Werte 

Qa 9 qa y Qa j 

so ist auch 

Qia = Qa — ^ (2a. 

Für die Koordinaten der durch z^ gehenden Ebenen von den Stel- 
lungen qaf, , qah , (Zab ist uach (189) 

Ia = -fv.g„, L = fv.g„, ra = v v.(z: 

*^o '^o *o 

und daher 

qI = L-^ I:. (222) 

Daraus geht hervor, dass 



9 = yl—2XcoB(p + X-, 
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wo (p der Winkel der beiden Ebenen |a und |* und daher auch 
der Winkel der beiden Stellungen q^f, und qli, ist, und dass A das 
Teilverhältnis ist, in welchem die Stellung ^«^ den Winkel 4er 
Stellungen g^^ und qlf, teilt. 

Für den Winkel (p der beiden Stellungen ergiebt sich 
gleichzeitig die Formel 

, cos(p=V2 W{q^\q:). , (223) 

107. Auch der Sinus des eben angegebenen Winkels (p lässt 
sich, wenn auch etwas umständlicher, berechnen. 

Die Koordinaten x^, und 'jC, der durch den Punkt z^ gehenden 

Ebenen von den Stellungen %o_^ und %*& bestimmen sich nach Art. 

100 durch die Gleichungen 

4 

c~ Xa. '"^ XaX ^1 I Xa2 ^2 H~* XaQ ^3 ""T" Xh ^4 
XcL — Xal ^1 "T" Xci2 ^2 "r^ XaQ .^3 "T~ Xai ^4 • 



fo 



Für den Winkel (p folgt nun aus den Gleichungen 

4\2 



(-) cos 9?= W(x\x*) 

{^y= W(x\x)= w(f\x*) 

die Beziehung 

■ (i )* 8in> = W{x\x)-W ix* \ f) - W (x I xr- (224) 

Vergleicht man damit die Entwicklungen des Artikels 77, so er- 
giebt sich 

r^sin^ == - E(v'), (225) 



wobei 



und 



r^ = öl Jr^a • -f- Wg i^i^ + «4 3^31 

^3 = ß'l ^24 + <»2 ^41 * +" 0^4 ^12 

V4 -= (»1 5r32 + ©2 Jrig + OJg 7t2i 



(226) 



<b = Za ;k6 — ;j^b Xa' (227) 

Die t;l , welche in (225) auftreten, enthalten die Koordinaten 
des willkürlichen Punktes z^^, welcher nach dem geometrischen 
Inhalt äer Formel auf dieselbe keinen Einfluss ausüben kann. Um 
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dies analytisch nachzuweisen und die ?;1 von diesem Punkte zu 
befreien, führen wir vier unbestimmte Grössen ^i, ^2» "^s? ^4 ®"^ 
und bilden den Ausdruck 



0*1 d'2 ^j 



CJ, 



Xi X2 



(X).y COc 



* 

Xd 



»4 



{ Xi X2 X9 Xi 

Von der mit (»1 multiplizierten zweiten Spalte subtrahieren wir 
die mit Og multiplizierte erste Spalte und führen die entsprechen- 
den Operationen auch in Bezug auf die dritte und erste, sowie die 
vierte und erste Spalte aus. Da nun, wie leicht zu sehen ist, 



^a Xh — «6 Xa '= V Xba 



(228) 



ist, so erhält man 



ml (^,v[ + «^2 v; + ^3^3+ ^, tO = 



^1 1^1 ^2"<^2^1 »^1 ^3-^3^1 » ^1 •^4— ^4*^1 



AI > 















..* 



Xi 



X2i 



Z21 



^ * 



^31 
^31 



■0 ^ * 



Xii 

Xu 



oder 



«K*i«i+-*sv;+--)=(T) 



1 , , , . 

f\ * * * 

^ » Z21 > Zai > *Z4i 

^ J ^21 > ^31 » %41 

Addiert man wieder das »a-fache der ersten Spalte zur Q-ten 
Spalte, so findet man endlich 

^1 ^2 ^3 ^4 



«f (», r; +*,«;;+ ^»t;; + », ri) =(-J) 



«l OJg «3 Cö^ 



%12 A13 XlA 

^ X\2 Xn Xu 

Bevorzugt man statt der ersten Spalte die Q-te Spalte, so ergiebt 
sich in gleicher Weise 

O"! ^2 ^3 ^4 



col (^, v[ + ^,v, + ^3t;; + 9,v[) = [fj 



2 



G)^ (»2 W3 (^4 

^al ^a2 Xad Xh 
Xai Xa2 Xad Xai 



. (229) 
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Es ist also beispielsweise 

4\2 



(i) 



ßj? • Vj = 



(»2 «8 ^4 

• * 41 

Xa2 XaB Xa4 



Xa'2 XaZ XaA 

Dieser Ausdruck kann noch weiter vereinfacht werden. Unter 
Benützung der Formeln (205) erhält man 

ß^a V[ = %U Xa2 -f- XI2 Xas + ^23 Xa^- (230) 



a-) 



Der Ausdruck auf der rechten Seite ist dreigliedrig, falls a = 1 
ist, dagegen nur zweigliedrig, wenn a = 2, 3 oder 4 ist. Man 
hat also z. B. 

y f I ^1 ^1 * %34 X\2 I Xa2 Zi3 I ^23 Zl4 

«2 ^2 = ;i:43 Z2I • H- ;«H X23 + TUl X24. 



f. 



41. , (231) 

^3 ^3 — 3^24 %31 I %H %32 * ' Xl2 ^34 





^32 XaI "+" Zl3 ^42 "T" %21 ^43 



Bei der Vertausch ung der beiden Stellungen gehen die rechten 
Seiten dieser Gleichungen zufolge der Beziehung 

Z23 Xu I Xzi X24 "1"" ^12 %34 I Xu %23 ~H ^24 ^31 I %34 Xl2 ^^ ^ 

in ihre entgegengesetzten Werte über. 
Beachtet man, dass 

%34 = -P ^12 u- s. w. 
ist, so kann man die Gleichungen (231) zusammenziehen in 

(^.v: = V I ql, Xap = -^ f q^, xU . (232) 

Setzt man nun diese Werte in (225) ein, so erhält man schliesslich 

- (-i) * sin V = I d^, f (1% U f il, Xh • (233) 

Der Ausdruck auf der rechten Seite kann noch mannigfach um- 
geformt werden zufolge der linearen Gleichungen, der die Stellungs- 
koordinaten genügen. In der obigen Form enthält er 54 Glieder; 
wählt man dagegen für die v^ die zweigliedrigen Ausdrücke, so 
erhält man eine Summe von 24 Gliedern. 
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108. Anknüpfend an die Betrachtungen des Artikels 105 
wollen wir durch den Punkt z^ , welcher von dem Strahle j^^^ die 
Entfernung r habe, zu demselben den Parallelstrahl pl^, legen. 
Wir berechnen die Koordinaten pl^, nach Ai-tikel 75 aus den Ko- 
ordinaten Za und den Koordinaten 

Ifa = Pal GJi + Pa2 «^2 + Pas ^S + Pa^ ^i 

des unendlich fernen Punktes von Pab und erhalten 

2^12 ^'l • ^2 ^2 ^1 

= Pl2 (öl Zi+a)^Z^)-h ©^ (Pi^ Z^ + J?32 2^1 ) + «»4 (i^l4 H + P^2 ^1 )• 

Nun hat man nach Art. 79 für die Verbindungsebene g^ des 
Punktes z^, mit dem Strahle Pa^ 

— -7 • ^3 = -2^1 P2.i + 2^2 Pax ' + 2^4 1^12 

- V • ^4 "" ^1 ^32 + ^2 1^13 + 2'3 2^21 . , 

und daher wird 

» 
JP12 = Pvi (»1 2l + O2 22) + «3 (7^ \ • ?4 + 28^^12) + »4 {^iPii - — 7 Ss) 

= i^l2 + 7- -7 (»8 ^4 - «4 ^3) 

oder 

P\2 = Px2 — rqi2' 
Allgemein erhält man 

l>*ab = Pab — r Qab • (234) 

Dabei ist also ?• der Abstand der beiden Parallelen p,^f, und pl^ und 
qab die Stellungskoordinaten ihrer Verbindung. 

Stellt man den gegebenen Strahl als Schnittlinie zweier nor- 
malen Ebenen Ja und fj^ dar, und verschiebt man dieselben parallel 
um die Distanzen p und q, so werden die Koordinaten der parallel 
verschobenen Ebenen 

4 4 

i*a = L — — P (^a, vi ^ Va — ■ (Z <»a • 

Für den neuen Schnittstrahl ist dann 

Kb == ^ab — p xif + q xib 

oder auch 

Plb = Pab - P • ql^^ + q • ^af (235) 

in leicht verständlicher Bezeichnung. Da nun die Ebene der Pa- 
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rallelen sr^ö und sr*^ gegenüber den Ebenen ^^ und jy^ das Teilver- 
hältnis -- besitzt, so hat man nach Art* 106 für die betreffenden 
ü 

Stellungen 



.<^> 



M) 



,i^) 



(rj) 



Mnn*)^ ggf - iP ' Q) Tai ^ (Z • (/ ab - P • Qai 



(236) 



Benützt man diese Gleichung, so kann (235) geschrieben werden 

Ä=J^ai, + r.gir*S .. . (234a) 

bis auf ein Zeichen übereinstimmend mit (234). 




Der Unterschied in den Formeln (234) und (234 a) erklärt 
sich folgendermassen : Die Verbindungsebene 7t 7t* ist nämlich bei 
der ersten Bestimmungsart als Verbindungsebene eines Punktes z^ 
von 3r*6 mit ti^^,, bei der zweiten Bestimmungsart aber als Ebene 
des Büschels (|, rj) aufgefasst worden. Da nun diese beiden Be- 
stimmungsarten auf Ebenen führen, die ;pur der Lage, nicht aber 
dem Vorzeichen der beiden Seiten n»*^ ' übereinstimmen, so sind 
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auch nach Früherem die Werte Qaf, nur bis auf die Vorzeichen 
einander gleich. 

Dividiert man diese Formel durch r, lässt dann r über alle 
Grenzen wachsen unter Festhaltung der Geraden jo^tt so wird in 
der That 

lim ^ = g,„ 

r == CO ' 

wie wir schon in Artikel 105 erfahren haben. Man vergleiche 
übrigens mit (234 a) die Formeln 

ya = Xa+dUa 

an welche sich ähnliche Betrachtungen anknüpfen lassen. (Vergl. 
ferner Art. 75.) 

109. Es sollen endlich noch die einer Stellung q^f, entspre- 
chenden Koordinaten Wa der Normalrichtung und umgekehrt die 
einer Richtung Wa entsprechenden Koordinaten der Normalstellung 
berechnet werden. Die vier Grössen Wa und die sechs Grössen Qaf, 
müssen linear von einander abhängig sein. 

Nach Art. 90 stellen 

Sa = f V.g„ (237) 

wo 

^2 = ^1 «43 • + ^3 Ql4 + 2'4 «31 

«3 = ^1 «24 + ^a «41 • + ^4 «12 

«4 = ^1 «32 + ?2 «13 + Zq ^21 

die Koordinaten der Ebene dar, welche die Stellung qai besitzt 
und durch den Punkt Za geht. Die positive Normalrichtung dieser 
Ebene ist aber nach Art. 57 bestimmt durch die Gleichungen 

-i*««''' = ^^»+^^^+^^3+^^l.. (238) 
welche mittels (237) übergehen in 

Diese Werte hängen natfi lieh nur scheinbar von den Koordinaten 
des willkürlichen Punktes g?*ab. 
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Um die umgekehrte Aufgabe zu lösen, multiplizieren wir die 
Gleichungen (238) mit d?i und summieren sie. Man erhält 

Nimmt man nun an, die Ebene 1« gehe durch den Mittelpunkt der 
dem Fundamental tetraeder umschriebenen Kugel, so verschwindet 
die letzte Klammer in der vorstehenden Gleichung (vergl. Art. 54) 

und man erhält 

2 I 

- — (dli COg W2 + dli CDg w^ + dl^ ö^ w;J = -i- . 

Setzt man daher 

^a = Y ^a (^?1 ^1 ^1 + ^«2 ^2 «^2 + ^?3 ^3 «^3 + ^^4 <»4 "^J» (239) 

SO wird 

So = T" • ^a • 



«0 



Diese Werte verwenden wir zur Berechnung der Stellung und 
finden 

(4 \2 
— j (Cöa 4 — »6 4) 

oder 

V äcb = ^a h — (Of,ta. (240) 

Damit ist die gestellte Aufgabe vollständig gelöst. 
Wir merken noch die Gleichungen an 

t^ Wi + ^2 w^2 + ^3 ^^3 + ^4 w;^ = — 1 (241) 

und 

W(t,t)^l. (242) 



